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Zu Aufgabe 1.
a) Zu zeigen ist, dal3 die Aussage
(A = B8) = (-AVEB)

allgemeingiiltig ist, d.h. dekquivalenzpfeil unabhangig von den Belegungen ¥onnd 8 mit
Wahrheitswerten immer den Wahrheitswert “w” (wahr) erhies erkennt man an der letzten
Spalte der folgenden Wahrheitstafel:

A B|A = B|-A|-AVB|(A = B) < (~AVB)
W w f

w
f
f

SR

f f
w W
f w

=12l —I=
= Il

Die letzte Spalte enthalt nur den Wahrheitswert “w”, wievgascht. Die Wahrheitswerte der
letzten Spalte ergeben sich daraus, daf in den Spalten 3 died(Gnterstrichenen) Werte je-
weils Ubereinstimmen: genau dann ist hach Vorlesund\digivalenz < wabhr.

b) Die Aussage
(A = B8) & (-A = -18)

ist nicht allgemeingiiltig, wenn es eine Belegung v®mind 8 mit Wahrheitswerten gibt, so daf3
derAquivalenzpfeil den Wahrheitswert “f” (falsch) erhaltaBist der folgenden Wahrheitstafel
zu entnehmen:

A B|A= B|-A|-8|-A= -8|(A = B8) = (-A = -B)
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Haben alsaA und B verschiedene Wahrheitswerte, so ist Aguivalenz nicht erfiillt. Damit
liegt keine Tautologie vor.



Zu Aufgabe 2:

Fur die Beweise benutzen wir die folgenden Tautologien:
e ANA &= A (%)
e AV &< A (%)

wobei “f” fur eine (beliebige) falsche Aussage steht.
Beweis fur diese Tautologien durch die Wahrheitstafeln:

A|ANA|A = ANA A|AVEI| AV &= A
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a) M\ (AuB) = (M\A)n(M\B)
Wir beweisen dies mit Hilfe der Definitionfa):
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¥x : xeM\ (AUB) Xe MA=(xe AU B)

Differenz

f.
2 Xe MA=(xe AV xe B)

il

S XeMA(=(xeA) A—(xeB))

—
de Morgan
Tautologie
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(xe M)A(xe M)A (=(xe A)A=(xeB))

S 01
L (xe MA=(XeA)A(XeMA (= (xe B)
Kon;glouztat.

Def.

£l

(xe M\ A)A(xe M\B)
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xe(M\A)N(M\B)

b) M\ (AUBUC)=(M\A) n(M\B)n(M\C)

Wir kdnnen diese Aussage natirlich wieder anhand der DiefirD.4 a) beweisen, wir kdonnen
aber auch bereits bewiesene Aussagen der Vorlesung odéuieien oder aus dedbungen
zum Beweis verwenden. Hier ziehen wir die Aussage ausaJeilm Beweis heran;

dafur substituieren wir

U:=AUB
M\(AUBUC) = M\ (UUC)
Ta%" (M\U)N (M \C)
Rick-
Lo (MV(AUB)N(M\C)
Ta%" (M\A)N(M\B)N(M\C)
i""s%ozﬁ (M\A)n(M\B)n(M\C) q.e.d.



c) AUB)\(AnB)=(A\B)U(B\A)
Beweis:
VX : xe (AUB)\(ANB) <

Def.
— xe(AuB)A-(xe AnB)
Differenz

Def.
= (xe AvxeB)A-(xe AAX€e B)

d

— (Xxe AVXeB)A(~(xeA)V-(xeB)

Morgan

S S—
Substituiere

Satz 01

= [(xe AvxeB)A-(xeA)|V[(xe AV xeB)A-(xeB)]

Distrib.

Satz 01

= [(xe AA—(xe M)V (xe BA=(xeA)|V[(xe Ar=(xeB)V(xe BA(xe B))

ISTrio.
f f

Tautologie

= [xe BA=(xe A)]V[xe AA-(xeB)]

Def.

— (xeB\A) Vv (xe A\B)
Differenz

Kommu-

< (xe A\B)Vv(xeB\A)

tativitat

f%f; xe (A\B)U(B\ A) g.e.d.

Dabei kennzeichnet “f” wie gewdhnlich den Wahrheitswéalsch”.

Zu Aufgabe 3:

Firp e Nmit p > 2 ist zu zeigen:
a) pist Primzahl < [vme(1,....,p} : mp = m=1vm=p|
Beweis:
Nach Vorlesung Definition.Q2 gilt:
pist Primzahl < [VmeN : mp = m=1vm= p|
Zu zeigen ist also mit Satz®b) der Vorlesung (Transitivitat vonp < *):

[\/meN T mp = m:lvm:p] = [Vme{l,..,p} T mp = m:lvm:p]

Dabei ist die Implikationsrichtung = “ einfach, denn wenn eine Aussage fur atfee N
richtig ist, so sicher auch fur allm e {1,..., p} c N.

Es bleibt also nur die Umkehrung=" zu beweisen, d.h. es ist noch zu zeigen:
YymeN : mp = m=1vm=p,
und zwar unter der Voraussetzung der Richtigkeit der Aussad der rechten Seite.

Diese sagt aber gerade, dal3 die Aussagerfiz {1,...p} wahr ist. Wir machen also eine
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b)

Fallunterscheidung:
Falls 1<m< p : Aussage wahr nach Voraussetzung
Falls m> p : Nach den Teilbarkeitsregeln aus der Vorlesun§)(@ilt:

mp = m<|pl=p
Mit dem im Tutorium bewiesenen KontrapositionsgesetzZ 8&h)) folgt damit:
~(m<p) = ~(mp)

und das heil3t gleichwertig:
m>p = —(mp)

Also gilt im Fallem > p, da =(m|p) wahr ist, und damit ist nach der Regelx falso quodli-
bet‘die Implikation
mp = m=1vm=p

wabhr, und das war im zweiten Fall noch zu zeigen. g.e.d.

pist keine Primzahl—= dAme{2,...,p-1} : mp.

Beweis:
Wir benutzen die im Tei&) bewiesene Aussage:
pist keine Primzahl < = (pist Primzahl)
= ﬂ[Vme {L....,p} : Mp = m=1vm= p]

— dmef{l,....,p} : mMpA=-(M=1vm=p)

Negation

— dme{l,....p} : mpA=(me{lp)
Definition

— dm: me{l,....,ppA-(Mme{l,p)Amp
Kommutat

— dm: [me{l,....ppA=-(Me{L,p)]Amp
Assoz.

&L Am:me(L....ph\{LplAmp
Differenz

— dm :: mef{2,...,p-1}Amp

ﬁ dme{2,...,p-1} : mp g.e.d.

er.



Zu Aufgabe 4:
Jede natirliche Zall > 2 |af3t sich als Produkt von Primzahlen schreiben.
Zunachst formalisieren wir diese Aussage:

Yne{2,3,..}cNINeN3dqy,...,qn : (V1<i<N: g Primzah) An=q;-02-...-0On

Beweis:(mit vollstandiger Induktion)

Induktionsanfang:n = 2 :
WahleN = 1 undqg; = 2; dann isih = 2 = ¢; geeignet, da 2 selbst Primzahl ist.

Induktionsschritt:n— n+ 1

Induktionsvoraussetzung: Fir eine N mit n > 2 gelte: Fir alle&k € N mit 2 < k < n la3t sichk
schreiben als Produkt von Primzahlen, wie in der Formaiisig oben beschrieben, d.h. wir nehmen
an, daf3 die Behauptung fur aNMergangerk > 2 vonn + 1 erfullt ist.

Nun unterscheiden wir zwei Falle:

1.Fall: n+ 1 isteine Primzahl.
Dann wahle wiedeN = 1 undqg; = n+ 1, und dann ish + 1 = g; eine geeignete Darstellung.

2.Fall: n+ 1 ist keine Primzahl.
Mit Aufgabe 3b) gibtesdann eime Nmit 2<m<(n+1)—-1=n mit m(n+1),
d.h.es gibteirk e Z, sodalRn+1=k-m.
Weil n+ 1 undm positiv sind, ist auclk positiv, d.h.k € N und natirlichk|(n + 1), d.h. mit (09 a) aus
der Vorlesung: K k<|n+ 1 =n+1.
Warek=1,son+1=k-m=1-m= m, und das ist falsch, dan € {2,...,n}. Da nach der
Definition der Implikation aus einer wahren Aussage niereaie falsche Aussage folgen kann, muf3
also k = 1 falsch sein, folglich muflk > 2 gelten.
Analog erschlie3t mak < n+ 1, denn es gilt:
k=n+l = n+l=k-m=(n+1)-m= m=11}
Alsogilt 2<k<nund 2<m<n.
Nun liefert aber die Induktionsvoraussetzung, daf3 esiie N und Primzahlenqy,...,gy € N
gibtmit k=q1-q2-...-gn Sowie einM € N und Primzahlenpy,...,py € N mit m=pi-...-pm
Also:

n+1=k-m=(-...-dn)-(Pr-...  Pm)

mit Primzahlenq,...,dn, P1,-. .., Pm ; folglich istn + 1 als Produkt von Primzahlen darstellbar wie
gewiinscht.



