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Zu Aufgabe 33:

Es sind die Parametet, u € R zu bestimmen, fur die das lineare Gleichungssystem
AX + Yy = u
X + Ay + z u
+ Yy + Az = pu

l[osbar ist.

Zunachst schreiben wir das lineare Gleichungssystem iniiflarm:

¢4 e

Um die Frage der Losbarkeit zu entscheiden, bringen wirGlagchungssystem auf Dreiecksform,
110

12 1] an, um eine obere
0 1 2

DreiecksmatrixR zu erzeugen. Zugleich (mit Hilfe der gleichen Umformungeapsformieren wir

M
den inhomogenen Antetb = [,u] . Da die elementaren Zeilenumformungen der Multiplikaticm

M
links mit Elementarmatrizen entsprechen, gibt es eineriirbare Matrix F € GL(n,R) , so dal3

F-A=F-b < R=F:Db.Also fuhren wir die elementaren Zeilenumformungen dieac der

d.h. wir wenden elementare Zeilenumformungen auf die Mati=

=R
erweiterten Matrix A|b) durch:

410 H Vertauschd /111 L1 K -2 1 A 1 K
1 4 1|\l ——5 |01 Alul—510 1 2 u
01 a|u Vertauschd /11 11 0|u 0 1-22 -1 Py

o r
= o~

1 H
[1=(1-22)-11
[IReus : ’ ] ©
“A=-A1=-2) | u-u-1A-2)u

o
o

=-M2- ) =y A pd?
= pu(1? - Q)
=pud(d-1)

Dies ist eine obere Dreiecksmatrix; sie ist invertierbanaggedann, wenn alle Eintrage in der Haupt-
diagonalen ungleich Null sind, d.h genau dann, wemf2 — 12) #0 & 1#0 A A2 # 2. (Siehe



Aufgabe 35 &) fur einen Beweis)

Dann besagt die Fredholmsche Alternative, da3 das Glegdsystem in diesem Falle eindeutig
|6sbar ist, unabhangig von .

Wir berechnen zusatzlich die Losung (war nicht verlanggzu transformieren wir weiter

(fir A(2-1%) #0):

1 121
A I -
01 A u " 7% slo 1 a u SN
0 0 -12-2%) | pa(1-12) 00 1 _pA(A-1)
A2 - 2?)
N—— —
_p(a-1)
A2-2
10 1—/12 ,u—/l,u 100 /1(1—/1)—(1—/12)#(/1_1)
- g 1 o A =1) | 1-@-22)1n TR -2
p(d - H
00 1 0 01 A-1
A2-2 /12—2( )
Damit ergibt sich fur die Losung:
K [1—1 2-2)+(2-1 1—1]
X /12—2( ﬂ)( )+ ( -1 p (L=-D[A2-2-2%2+1]
_ K 2o p2 /1] = A-2
y 12—2[ " 2Z-2
Z u A1-1
o et
A2-2

1-1

- 12“_2-[1—2] (1#0, 2#2)
1-1

Zurlick zur Aufgabe; wir miissen noch die Falle untersacheo die MatrixA nicht invertierbar ist,

d.h. wennni = 0 oder 412 = 2 . In diesem Fall besagt die Fredholmsche Alternative, daf? d

Gleichungssystem entweder gar keine oder aber (Uber dand&rperR) unendlich viele Losungen

besitzt.

FallsA=0 :

10 1|u
(Alb) — [0 10 y] (wegen @) (s.0.))
0 0 0fO
Dieses System losen wir durch Ruckwartssubstitution.
Die 2. Gleichung lautey = u .
Die 1. Gleichung lautetx+z=u = x = u -z . Also sind die Losungen (unabhangig vohn
gegeben durch

X u—z u -z u -1
[y]:[ u ]=[ﬂ]+[ O]:[,u]+z-[ 0 ] (z € R beliebig ) (Verifizieren!)
z z 0 z 0 1



FallsA2=2 :
Dannistd € {+ V2},d.h. 1 = e V2 mit € € {1} .

1 evV2 1 u
(Alb) — |0 1 €V2 u (wegen @))
0 0 0 |u-evV2(ev2-1)
X
Wenn es eine Ldsungy | € R2 gibt, so liefert die dritte Gleichung:
z

0-x+0-y+0-z=euV2(eV2-1) & 0=euV2(eV2-1) = u=0.
Es mul3 also fur die Losbarkeit = 0 erfillt sein; firu # 0 kann es keine Losung geben.
Falls also € {+ V2} undu = 0, so folgt:

1 evV2 1 oleml[lo—l 0

(AIb)—>[0 1 eV2]0 0 1 eV2 o] (denn:(ex/ﬁ)zzz)
0 0 0 |0 00 0O

d.h. wieder mit Ruickwartsubstitution:

Die 2. Gleichung lautety + (¢ V2)z=0 = y = (¢ V2)z
Die 1. Gleichung lautetx—z=0 = x=1z.
Also gilt fir jede Losung:

X z 1
y] = [—e \/Ez] = Z[—e \/E] (mit z € R beliebig unde € {1} ). (Verifizieren 1)
z z 1

Damit gilt insgesamt:

A0 A 1¢{£V2} A ueRbeliebig (eindeutig)
Das Gleichungssystem ist losba—= A1=0 A ueRbeliebig (o viele Losungen)
(£V2} A u=0 (co viele Lésungen)

Zu Aufgabe 34:

Fur vier TeilmengerJ,, Uy, Uz, U4 € R" (n > 2) soll entschieden werden, ob es sich um Untervek-
torraume vonR" handelt.

In einem beliebigen Vektorrauv Uiber einem KorpeK ist eine Teilmengd& genau dann ein Unter-
vektorraum, wenn gilt:

@ U=x0

(i) YabeU :a+beU

(iii) YaeU YA1eK : qaeU

@ Ur={(Xs,---. %) ER X1 =X =... = X%} :
Ad (i): Wahlex, =0firalle 1<i<n = 0=(0,...,00eU; = U;#0
Ad (ii): Seiena=(ag,...,ay), b=(b1,...,bp)eUs,dh.ag=...=a, A by =...=b,
— VY1<i<n:g=gsowieVYl<i<n:b=b (x).
Dann gilt:

a+b=(@+by,...,an+by) = V1<i<n: (a+b)j=g+b (:)a1+b1:(a+b)1
*



Ad (iii): Seia=(a1,...,ay)eUiundA1eK, dhvli<i<n: g=aund
1a= Ay, ....a0) = (ay,...,4a,) , und damit :

. Def. von
V1<i<n: (1a) = Ag = da; = (1a)1 = AaeUq g.e.d.

1
Skizze furn=2

(B) Uz = (G-, Xe) €R”| 3% =0} :

n

Ad (i); Wahlex =0 furalle 1<i<n = Zmzo = (0,...,0)e Uy = Uy #0
i=1

Ad (i): Seiena: (a,...,an) e Upund b = (by,...,by) € Uy, d.h.

Za. 0= Zb. (%)

:> fura+b (a1+b1,...,an+bn) gilt:

Z(a+b), Z(a.+b)_2a.+2b.:0+0 0 = a+beU,

i=1 i=1 i=1

n
Ad (iii): Seia=(a,....a) €Uz, dh. Y a=0undieR =

i=1
fir la=A(ay,...,an) = (1ag, ..., han) gilt:
n n ) n
Dla)=>a =4 Y a=10=0 = laeUs.
i=1 i=1 i=1

Skizze furn=2 :

X:(X]_,Xz)EUz P X1+X2:0 — X2 =-—X1

(—U2




n
(©) Us={(xX,...,%) €R"| zlx, =1} :
1=
Ad (i): Aus der Bedingungi] fur Unterraume folgt:
Beding.

U0 — JuelU ﬁ) 0=0-ue U, d.h. jedetUntervektorraum enthalt den Nullvektor.
11 e

n
Fur die TeilmengeJ; gilt aber: 0¢ Uz, daja 1+ ZO .

i=1
Also ist Uz kein Untervektorraum.

Skizzefirn=2 :

X=X,X)eUs e X1+X=1 x=1-Xx

AN

(d) U4={(Xl,---,xn)eRnlxl,---,XnGZ} :
Ad (iii): Wegen 1le Z gilt a=(1,...,1)e Uy = Uy #0;

aber wennU, Untervektorraum ware, so mg € Rund (i) : 3-(L...,1) = (3 e

Sreres
Def. von . . .
Uy = 3 € Z, und das ist ein Widerspruch.
4

Also ist U4 kein Untervektorraum vorR" .

Skizzefirn=2 :

Uy —>e ° ° 2 ° ° °




Zu Aufgabe 35:

Es sind in @), (b), (c) die jeweiligen Vektoren auf lineare Unabhangigkeit hinuntersuchen.
Dabei heil3en in einem Vektorrauvh ber einem KorpeK je n Vektoren ap, ay,...,a, € V linear
unabhangig, wenn fur Skalarg, Ao, . . ., A, € K die Vektorgleichung

A-ay+l-ag+...+Ah-a3=0

pe 0
. | A2 0 .
genau eine Losung, namligh, |=| . | =0, besitzt.
An 0

Im folgenden wollen wir benutzen (fur die Aufgabe durftesddone Beweiserwendet werden):

r
Sei R= obere Dreiecksmatrix; dann gilt: ()

M

Rinvertierbar &< 1<i<n :rj#0

Beweis:

» = “: Induktion nachn :
Induktionsanfangh = 1 : R = (r1) € KX invertierbar = es gibtS = (s1) € K mit
Ei=(1=R-S=(ns1)) 2> nsi=1=r#0.

Induktionsschrith - n+ 1 :

Induktionsvoraussetzung: Es sei die Behauptungf&iiN bewiesen, d.h. jede invertierbare obere
Dreiecksmatrix inK™" hat keine Null in der Hauptdiagonalen.

Induktionsbeweis:

ry
0 r * r{ =
SeiR= = Fé“ r:+1 invertierbar mitder BlockmatrdR,=| o -, « |,
0 0
0 rna
R, € K™" obere Dreiecksmatrix. Dann gibt 6% = %’% e K1) mit Blockmatrizen in

geeignetem Format, so dal3

£~ (En]O)_(Ru| * ) (S|V) siockmatrix- [ ReS+%-W | RiV+x-Z )
"0 1) U0 i) \W[Z)  produe (0- S+ -W[0- V1 Z)




(1) RS+=-W=E,
(I R\V+=x-Z=0
@ any s W=0
(IV) mZ=E;1 =1
Wir folgern aus &) :
In Ind

| . . : .
(V) = rma1#0 = W=0 — R,S=E, — R,invertierbar = V1<i<n:r 0
(1 m Def. vorauss.

(die Hauptdiagonalelemente vd®, ) und rp,1 # 0 g.e.d.

[

y &— .
Wieder mit Induktion nacim :
Induktionsanfangi=1 : R=(r{) mitry #0 = mit S = (%) git: R-S = (rl : r—ll) = (1)

Induktionsschrith - n+ 1 :
Induktionsvoraussetzung: Es gelte fie N : JedesR, € K™" | das obere Dreiecksmatrix ist mit
keiner Null in der Hauptdiagonalen, ist invertierbar.

Induktionsbeweis:

ri

Sei Ry = K Y= %H e KDX(D) “alle ry,rp, ..., fn, e # 0.
0 n+

M
0 M+l

Insbesondere ist danR, € K™" eine obere Dreiecksmatrix, die keine Null in der Hauptdreden
enthalt; also istR, nach Induktionsvoraussetzung invertierbar mit InveBserkK™" .

Es soll gezeigt werden, daR,.1 invertierbar ist, d.h. daf3 es eine Matnﬁgil = \l/JV \Z/ gibt mit

L _(En|O) _(Ra| * |\ (U[V)_[RU+*-W|RV+x-Z)
Rn+1‘Rni'1—En+l — Eﬂ+1_\o |l}_\0|rn+1}'\W|Z}_\O‘U+rn+1W|0'V+rn+1Z}

() RU++W=E,
() RV+#-Z=0

an aW=0 [
(1V) MmaZ=1
v
In+1#0 Fne1
an = rpiW=0 = W=0
ne1#0

T En:RnU+*-WW:_ORnU = U =R;! =S (siehe oben)

|
= 0=R\V+* Z=R\V+l s = RV=—b v = V=R (-L 4= LS«

()] M+l M+l M+l

S|l--1s.
Wahit man alsoR %, := W , so folgt sofort aus obigem Gleichungssystem, daR
M1

Rns1- Rajl_'l = Enta q.ed




a1 =(1,2,3), a» =(1,1,1), ag = (1,0,1) im VektorraumR? :
Zuzeigenist: A3-a1+Ax-ax+4A3-a3=0 _—'> A =A=23=0 (fur 23,122,413 € R) .
Es gelte also furly, A, 13 € R :
A1-(1,23)+12-(1,1L,1)+13-(1,0,1)=0
— (A1+ A2+ 13,211 + 22,311 + A2 + A3) = (0,0,0)

In Matrix- 111 A 0
& |2 1 0|-|a|=]0
schreibweis 3 11 /13 0

A
Zu zeigen ist, daf? das lineare Gleichungssysfem = 0 genau eine Losung, namlich= 0 , besitzt:
dann sind die Vektoremy, ay, ag linear unabhangig. In der Sprache der linearen Gleichaysgsme
bedeutet das gemal der Fredholmschen Alternative:
A1
Genau dann gibt es die eindeutig bestimmte Lbs{u%g] = 0, wennA invertierbar ist.
A3
Man kann das Problem also losen, indem rmaauf obere Dreiecksgestalt bringt und)(benutzt:

S S R 11 1
—5]0 -1 -2|——]0 -1 -2
-2 =211

0 -2 -2 0 0 2

111
210
311

Damit ist A durch elementare Zeilentransformationen in obere Drefeck ibergefuhrt, und die
obere Dreiecksmatrix hat keine Null in der Hauptdiagonatesshalb &) die Invertierbarkeit vorA
liefert. Also sind die Vektoreray, ay, az linear unabhangig.

Ad (b):
ar=(123)a=(-1-6-7), a3=(101) im VektorraumR™3 :

|
Zu zeigenistfUrd,u,veR : l-ay+u-ap+v-a3=0 = A=u=v=0.
Seien alsol, u, v € R mit:

1-(123)+pu-(-1 -6 -7)+v-(101)=(000)e R>3
— A-u+v 21-6u 31-7u+v)=(000)

A-— u+ v=0 1 -1 1) (A 0
Komponenten-
= 20-6u+0-v=0 ; < (2 -6 O} |u|[=]0|=0 (%)
v

vergleich

3-7Tu+ v=0 3 -71 0
B

Wie in (a) ist fur, linear unabhangig “ zu zeigen, dal3 das lineare Gleichystm® &) genau die
eine Losung 0 hat. Wenn dies nicht der Fall ist, d.h. es adsuhgen ungleich 0 gibt, sind die Vek-
toren ag, ap, ag linear abhangig. Wir transformieren die Matixwieder auf obere Dreiecksgestalt:

1 -1 1) (1 -1 1 -1 1
2 6 0| —510 -4 —2|——>|0 -4 -2
3 -7 1) " 1o =4 —2)J™"" 1o 0o o

Dies ist eine obere Dreiecksmatrix mit einer Null in der Haliggonalen, also ist das lineare Glei-
chungssystenB - x = 0 nicht-trivial [6sbar: es gibt Losungen ungleich Nullamit sind die Vektoren



ai, ap, ag linear abhangig.
Fuhrt man die Transformation oben weiter, so kann man e@rseihgx # 0 bestimmen:

1 -1 1Y), (1 03 1 (-3
0 -4 -2 +> 0 1 1|; alsoist{u|=|-1|eine Ldsung:
o o o)z lo o0 o0 v 2

Setze (willkiirlich) v = 2 ; dann liefert die 2e Gleichungiu + 3v =0 = u=-2-3=-1;
aus der ersten Gleichung folgt:+ 3v = 1=-3.2=-3;

N

damit:
-3-(123)-(-1 -6 -7)+2-(101)=(000) g.e.d.

Ad (c):

(1 2 (0 2 (2 6 _ (0 4). %2 .
al_(3 4),a2_(2 4),a3_(1 5),a4_(3 6)lmVektorraumR :

4 |
Wieder der Ansatz¥ A1, 42,13, 4 € R A-g=0 = A1=...=244=0
i=1
Also:
4
00 1 2 0 2 2 6 0 4
O‘(o o)‘;ﬂ"a‘ﬂl'(3 4)”2‘(2 4)”3'(1 5)”4'(3 6)_
_ /11+2/13 2/11+2/12+6/13+4/14
T8+ 2+ A3+ 31 41+ 42, + 513+ 614

Dies ergibt wieder vier Gleichungen fur die vier Unbekamg; (1 <i < 4) :

(|) A1 + 2/13 =0 1 0 2 0 A1 0
(1) 2/11+2/12+6/13+4/l4=0<:)2264'/12 0_o
(|||) 3/11 + 2/12 + A3+ 3/142 0 3 213 A3 of
(|V) 4/11 + 4/12 + 5/13 + 6/142 0 4 4 5 6 A4 0

C

Ganz wie in Teil (a) und (b) ist zu untersuchen, ob diesescBleigssystem nur die eindeutige Losung
0 besitzt (dann sind die Vektoren linear unabhangig) otder adsungen ungleich Null (dann sind sie
linear abhangig). Wieder transformieren wir auf Dreiegskstalt:

1020 10 2 0 10 2 0 10 2 0
2 2 6 4,iwv-—=2n |0 2 2 4fm-n |0 2 2 4}fwv-mm |0 2 2 4
321 3Tmarlo2 5 3|7 "loo -7 -1 lo 0 -7 -1
4 4 5 6 " \lo o -7 -2 00 -7 -2 00 0 -1

Also liefern die elementaren Zeilentransformationen a@here Dreiecksmatrix ohne Nullen in der
Hauptdiagonalen, d.h. mitx) ist das Gleichungssystei@x = 0 nur durchx = 0 Idsbar, also sind
die Vektorenay, a, ag, a4 linear unabhangig iR?<? .



Zu Aufgabe 36:

SeienV undW Vektorraume tber einem Korpdd, f : V — W linear undb, ... b, eine Basis von
V. Dann gilt:
f injektiv < f(by),..., f(b;) linear unabhangig.

Beweis:

11:>

r
Zuzeigen:Y 4 f(b)=0 = allei=0 (I<i<r) (furdeK).
i=1

Seien alsoly,..., 4y e Kmit 0= » 4;- f(by) ; dann folgt:

r
i=1

r r .. . r
f injektiv
f0) = 0= ;z. (o) = f [;A,b,] — ;/l,b, -0 =

ba,....br
= A1=...=4 =0 g.e.d.
linear unabh.
Dabei gilt fur jede Iineare Abbaildundg : V- W ,daR f(0)=0.
[ denn: f(0) = f(0+0) '™ £(0)+ f(0) — f(0)=0 (da \,+) Gruppe)]

Zu zeigen:¥ x,yeV : f(X) = f(y) _—|> X=Y.
Seialsofurx,yeV : f(x) = f(y) = 0= f(x)— f(y) o f(x-y); esreicht also zu zeigen:
Inear
f@=0=f(0) flireinzeV = z=0
da dann ausf(x-y) = 0 folgt, daBx-y=0 = x=y.
Seialsoze V mit f(2 =0; weil by,..., b, eine Basis volV ist, insbesondere also Erzeugendensy-
r

stem vonV, gibt es Kodfizientenus, ..., ur € K, so daf3iz = Z“‘b‘ =
i=1

r r
0=f(@)=f [i;mbi] = ;ui f(0) (%)
Weil aber nach Voraussetzunigbs), . .., f(by) linear unabhangig sind, folgt aus), daf3
r

A=...=4=0 = z= >»0-b=0 g.e.d.
i=1

10



