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Zu Aufgabe 53:

Man bestimme die reellen Eigenwerte und Eigenraume folgereeller Matrizen:

s 1 s 1111
@ A=|-5 -1 5|, @ B=|+ + 11
D 1111
111 1

Ad (a):
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Nach Satz (&) der Vorlesung sind die Eigenwerte einer Mathk e K™" gerade die Nullstellen ih-
res charakteristischen Polynoms (dt— A - E,) . Wir bestimmen dieses also fur die Matdxunter

Zuhilfenahme der Regeln aus HilfssatzZ6 der beschreibt, wie sich elementare Zeilenumformungen

(und auch Spaltenumformungen wegen At¢ det(AT) ) auf den Wert einer Determinante auswir-

ken:

(o) Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wenn magizer Zeile ein Vielfaches

einer anderen Zeile addiert (das Analoge gilt fir Spalten)

(o0) Eine Determinante andert das Vorzeichen, wenn man zwiEirzeder zwei Spalten vertauscht.
(e @« o) Der Wert einer Determinante geht in dagache Uber, wenn man eine Zeile oder Spalte mit

A € K multipliziert.

Im folgenden moge die erste Zeilels die erste Spalte usw. bezeichnen.
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w2l —det0 -1 4-2

(o0)

=(5-(4-1)-(1-1)

1 1 1 da 50-1)-(1-1)-(4-2) =
][ =1+2)-(1-1)

0 0 -2

A+ -1 -2) (siehe Aufgabe 49 (a))

Damit gilt:
A € R Eigenwert vonA < detA-1E3)=0 — -1+1)1-1)1-2)=0
— A1=-1Vv =1V a3=2.

Fur die Eigenraume voA zu den Eigenwerten; gilt:
Eiga(li) = {ze R3|A-z= 4 -z} = {ze R®| (A- 4iE3) - 2= 0} = Kern(A - A4iE3) .

Wir missen also den Losungsraum des linearen Gleichystgsss A — A, E3) - z = 0 bestimmen.
Dabei kdnnen wir uns die elementaren Zeilenumformungemtze machen, die wir bei der Bestim-
mung des charakteristischen Polynoms/fan A1E3 bis zum Zeichen%) bereits ausgefiihrt haben:

1 A
ieh
A-1Es2® g 44 s0-1) (k)

0 1-2 1-1)-(1-2)

Ferner wissen wir aus Vorlesung.18), dal? (algebraische Vielfachheit van) > (geometrische
Vielfachheit vony; ), d.h. die Vielfachheit der Nullstell@; im charakteristischen Polynogu von A

ist groRer oder gleich der Dimension des EigenraumstyoBigenraume sind aber niemdlg} :

Zu jedem Eigenwert gibt es einen Eigenvek#of, und dieser liegt nach Definition im zugehorigen
Eigenraum = Eig,(4i) # {0} = (geometrische Vielfachheit vahy) = dim(Eiga(4i)) > 0 . Da
aber hier alle drei Nullstellen; einfache Nullstellen vowa sind, folgt:

1 = (algebraische Vielfachheit von; ) > dim (Eiga(4i)) > 1 = dim(Eiga(4i)) = 1.

AdA;=-1:
1 1 -1y 1. 11 -1 1 0 1
€ 5 | =11
A+Es—lo 5 —10|————|o0 1 2| —5[0]1 -2
0 -3 6)ll+2-11 o0 o 0 0 0

Dies ist die Zeilenstufenform; wir sehen:

rang(A + Eg) = Anzahl Stufen=2 = dim(Eigs(11)) = 3-2=1, wie erwartet.
X3 ist freier Parameter, kann also aglse R gewahlt werden, und die Auflosung des Gleichungssy-
stems liefert:

) _ 3 _ X1 —H -1
2. Gleichung :xo = 2u = 0= X = 2u } — X:[Xz]:[zﬂ]:u.[ 2] (u € R) liefert alle

1. Gleichung: X1 +u=0= x3 = —u « ’u 1
3

Losungen des Gleichungssystems, also:

~1
Eiga(ls) = R - 2]
1
AdAx=1:
(R ) 1 1 1 |||+%,|| 1 1 1 L 1 O
A-Es—%lo0 3 o]l—=2|o 1 ol=5[0]1
0 -1 0) 31 000 0

Wieder ist x3 freier Parameter, d.h. wir setze@ = u € R , und es folgt:

2



i : X1 —M -1

2.Gleichung: x=0 ~ ~ B _

1. Gleichung x; + =0 = X1=—ll} - X_[f]_[ 2]‘“ [ 2] (u € R) liefert
3

-1
0
1

alle Losungen des Gleichungssystems, also:

Eiga(12) = R -

AdAz3=2 :

o (21 21— (L0 -3
A-2-Eg——>|0 2 5|——— [0 |1 3
00o0 3! {lo 0 0

Erneut istx3 freier Parameter, d.h. wir setzen wieder= u € R , und es folgt:

=

1
. . X1 5M 1
2. Gleichung %, + 3u =0 = X, = —3u ~ ) .
1. Gleichung :x; — sy = 0= x; = 1u = X= 2 - _75 T K2 2 (e
R) liefert alle Losungen des Gleichungssystems, also:
1
Eiga(12) =R - | -5
2
Ad (b)
1111”_I 1111
. _ {111 1ma (0O O OO
Man erkennt unmittelbar, da3 ra(@) =1 : B= 111 173 lo oo o
1111 0 00O
Damit ist aber sicher 0 ein Eigenwert vé&n: dim(KernB)) =4-rang(B)=4-1=3 =

Kern(B) # {0} = es gibt ein 0 x € Kern(B) = Kern(B — 0 E4) = Eigg(0) .
Da andererseitk; := (algebraische Vielfachheit von @) (gemetrische Vielfachheit von &
= dim(Eigg(0)) = 3, ist 0 mindestens dreifache Nullstelle des charaktscisén Polynomgg.

1 111 1\/1 4 1

. - 111 A1) (4] 1

Zudem erkennt man leicht, d r% ein Eigenvektor vorB ist: 111 1111714 =4. 1
1 111 1\1 4 1

Also:
ko := (algebraische Vielfachheit von 4) (geometrische Vielfachheit von 4)dim(Eigg(4)) > 1 .

Nun hat jedes Polynom tber einem Korper hochstens se Wellstellen, wie sein Grad angibt,
hier also mit Lemma (80) : grad¢g) = 4 . Die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller
Nullstellen vonyg ist also hochstens 4= 4 > k; + ky > dim(Eigg(0)) + dim(Eigg(4)) > 3+ 1 =
4 = k3 =dim(Eigg(0)) =3 A ky =dim(Eigg(4)) =1.
Damit kennen wir das charakteristische Polyngg, denn es kann wegda + ko = 4 keine weiteren
Nullstellen mehr geben, und so ist

x8(1) = %(1 - 4)



Natdrlich kbnnen wir das charakteristische Polynom Baaich wie in (a) direkt ausrechnen:

det® - 1 - Es)

s+ 1Vs
®

s+ s
®

Aufgabe
49 (a)

1-1 1
1 1-
det 1 1
1 1
1-1 1
1 -2
det 0 1
0 0
4-1 3
0 -2
det 0 0
0 0
@-2-(-2°
“234-2) .

~

1 1 IV-111
1 1 | =n det
1-1 1 -1
1 1-2) ©
2 1 1-
0 0 ||s-|;|||5 A
1 o] @ 9 g
0 -2a 0
2 1
0 0
-1 0
0 -2

Also ist 1; := 0 eine dreifache Nullstelled, := 4 eine einfache Nullstelle vops.

Zu den Eigenraumen:

1
0
0

AdA; =0 :

Wie oben:
111 ol 111

B 11 1 A= 0 00O
111 iv-1 |0 0O 0 O
1111 0 00O

Wir haben also eine Stufe, d.h. raf®)-0- E4) =1 = dim(Eigg(0)) = 4-1 =3, und damit drei
freie Parametex, = u, X3 = v, X4 = £ . Auflosung der ersten Gleichung liefert:
X+u+v+é=0 = xy=-u-v-§ =

X1 -u—-v—=E£ —u -V =& -1 -1 -1
x| u | on 0 ol _ 1 0 0
X = o |~ Y = 0+ v+ ol =H 0+v l+§ 0 (u,v,£ €eR) =
Xa & 0 0 & 0 0 1
-1 -1 -1
. 1 0 0
Eigg(0) =R - 0 +R- 1 +R 0
0 0 1
AdA, =4 :
-3 1 1 1 Vol -3 1 1 1 4 -4 0 O
B_4E, — 1 -3 1 1f w-n 4 -4 0 Of Zeilen 0 4 -4 O
A1 1 -3 1| o 0O 4 -4 O] vertauschenf] O 0 4 -4
1 1 1 -3 0O 0 4 -4 -3 1 1 1



L (1 -1 0 0 1-1 0 0

Il o 1 -1 ofwvezis2n |0 1 -1 0Of vamn
O 0 1 -1 O 0 1 -1
-3 1 1 1 0O 0 -1 1

0O O

-1 0

1 -1

0 O
Es gibt einen freien Parametex; = u, und wir losen wieder auf:

3. Gleichung : x3—u=0= X3 =pu il Z 1
. el

— X= u =u- 1

i 1

Ipl
O O Ok
OOHH

2. Gleichung X, —x3=0= X0 =Xz = u
; . _ v _ X3
1. Gleichung X1 — X =0= X1 =X =u %

Eigg(4) =R -

B R R R

1
Wenn wir wie anfangs erwahnt den Eigenvektoe 1 unmittelbar erkennen, kdnnen wir dies auch
1

sofort erschlief3en; wir wissen ja nach oben, daf3 (#iigg(4)) = 1 = v # 0O ist Basisvektor des
eindimensionalen Eigenraum 22 =4 — Eigg(4)=R-V.

Zu Aufgabe 54:
2 a B

Fir welchee, 8,y € Ristdie Matrix A:=|0 2 vy |e R®>3 diagonalisierbar?
0 0 -1

Dazu:

Nach Definition ist eine MatrixA € K™ (K € {R, C}) diagonalisierbar, wenn sie zu einer Diago-
nalmatrix

d o0 ... 0 O
0O db ... 0 O
D=|: = - : : [ ahnlich ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matix GL(n, K) gibt,
0O O ... dio1 O
O 0 ... 0 d,

sodaRD =S™1.A.Sgilt.
Nach Vorlesung (8.9) ist das gleichwertig damit, daf3

e das charakteristische Polynogn in Linearfaktoren zerfallt, d.h. ed4,...,4m € K gibt, so
daRya(2 = (z— 1) - - (z— Ak fir alle z e K, mit natirlichen Zahlerky, . .., kn
(die ki (1 <i < m) sind die algebraischen Vielfachheiten der Nullstellgndes Polynoms
xa , wie in Aufgabe (53))

und

e fUr jeden Eigenwerty; (1 <i<m) vonAgilt:
(geometrische Vielfachheit voh) := dim (Eiga(4i)) = ki = (algebraische Vielfachheit vob).



Um dies zu untersuchen, berechnen wir das charakteristBolynom vorA :

2 a pB A 0 0 2-1 « B
o - det(A_ﬂ.Eg):det[[o : ][0 ; o]]d[ PSP ]
0 0 -1

Aufgabe
(49)@

=  —(2-2’1+1)

2-20-2-2-(-1-2

= das charakteristische Polynom zerfallt in Linearfaktoreé; = —1 und A, = 2 sind die Eigen-
werte vonA, und die algebraische Vielfachheit von ist k; = 1, die vonAs ist ko = 2.

Da jede Nullstelled; des charakteristischen Polynoma(1) ein Eigenwert vorA ist, und es da-
mit wie in Aufgabe (53) nach Definition vosEigenwert “einen Vektor Ot X € Eiga(4;) gibt, ist
Eiga(4i) # {0} = dim(Eiga(4i)) > 1.
Damit ist insbesondere
1 = k; = (algebraische Vielfachheit von;) s tz(m) (geometrische Vielfachheit von;) > 1

atz

= algebraische Vielfachheit von; = geometrische Vielfachheit von; = 1.

Der Eigenwerti; = -1 erfillt also alle Bedingungen, die fir die Diagonalib&rkeit vonA gelten
mussen.

Ob A diagonalisierbar ist, entscheidet sich damit am zweitgemivert1, = 2 . Dessen algebraische
Vielfachheit istk, = 2, und aufgrund des obigen Kriteriums gilt:

A ist diagonalisierbar
< (algebraische Vielfachheit voip) = 2 = (geometrische Vielfachheit vony)
& dim(Eiga(12)) = 2.

Wir miissen also den Eigenraum [{8) bestimmen. d.h. den Losungsraum des linearen Glegshun

0 0 -3
Dazu bringen wir diese Matrix auf Zeilenstufenform:
O a p e dyll O O el 0O a O
3 “—>
00 y|l——|O0O O O0|—— |0 0 1}.

0 0 -3) "1 o 0 -3 3" |lo 0 0O

3

O a pB
systems A-2-E3)x=0 < |0 0 «y|-x=0.

Falls @ # 0 ist dies die Zeilenstufenform:

Ola O
[O 0 1’ d.h. rangA-2E3) =2 = dim(Eiga(2)) =3-2=1#2.
0O 0 O

Falls @ = 0 muissen wir weiter umformen:

0 o0y, (001
0 0 1|—5|0 0 0| dh. rangA-2E3) =1 = dim(Eigs(2)) =3-1=2.
0 00 00 O

Die Dimension von Eig(2) = 2 also genau dann, wenn= 0 . Damit ergibt sich als Ergebnis:

Adiagonalisierbar < a =0 A (B,y € R beliebig) .



Zu Aufgabe 55:

Man bestimme flrp € R die reellen bzw. komplexen Eigenwerte und EigenvektorerDdehmatrix

Q= COsy —Sing
“\sing cosp/

Dazu:

Um die Eigenwerte voR) zu bestimmen, berechnen wir uns das charakteristisch@®uly (1) :

~ CcoSp —Sing o 1 0)) cosp—A —sing
det(Q_A'EZ)_det((Singo 00390) ! (0 1))_det( sing COS"D_/I)

= (cosp—A)?+sirfy ()

xQ(4)

Die Eigenwertgleichung
xo(d) =0 & (cosp — A)? +sirfp =0

ist nur dann reell [bsbar, wenftosy — )2 =0 A sifg=0 — 1=cosg A sing=0.
Letzteres bedeutet nach Analysis: gie 0 < ¢=n-k (keZ).

Falls p=2k-r (keZ) :

cos(zk)=1 = Q= (é g) ﬁ xo(d) =@A1- 12 = 1 ist zweifacher Eigenwert;

0=(Q-1-Ep))-x=(Ex-1-E»)-x=0-X

hat ganzR? als Losungsmenge, also: Ejd) = R?.
Die Eigenvektoren sind damit alle Elemente &7\ {0} .

Falls o= (2k+1yr (keZ) :

cos(X+1lr=cosr=-1 = Q= (_(l) _2) (T; xo(d) = (1 + 1) = -1 ist zweifacher

Eigenwert;

0= (Q—/l- Ez)‘X: (—E2+l‘ E2)-X=O-X
hat ganzR? als Losungsmenge, also: Ejg-1) = R?.
Die Eigenvektoren sind damit alle Elemente &\ {0} .

Fallsp#kr (keZ) :
In diesem Fall ist sig # 0, d.h. &) hat keine reellen Lésungen(cosy — 1)? + sif¢ > 0.

0 = (cosy — A)%+sir? ¢ = (cosp - A%-iZsity = (cosp — A —ising)-(cosp — A +isiny)
-i2=1 aZ_TbZ:
(a-b)(a+b)

Damit folgt fur die (komplexen) Nullstellen:

Ay =cosp+ising A A =coSp —ising



Bestimmung der Eigenvektoren:

Zu A3 = COSp +ising :

Man lose das lineare Gleichungssystem

Q- 1Ep) - x=0 COS¢—(CQS¢+|Sln<p) -sing Sy
sing COSp — (COSp + i Sing)
Zeilenstufenform:
COoSp — (COSp + i Sing) —sing _[—ising —sing ) 1+l \ sing —isingo\
sing cosy — (cosp +ising)) | sing —ising) 11 0 0)

Weil sing # 0 ist dies die Zeilenstufenform, und man erhalt als Losomigx, = u € C als freiem
Parameter: _ _
. . . . X1 7] [
Sing-X1—ising-u=0 = X1 —iu=0 = X1=iu = X= = =u- .
:sing#0 X2 J7i 1

Also ist Eigq(cose +ising) = C- ( ') , und die Eigenvektoren singl = ( 1') (ueC\{0)

1

Zu Ay = cOSp —ising :

Man |ose das lineare Gleichungssystem

_ o COSp — (COSp — i Sing) —sing o
Q- 1E) x=0 = ( sing cosy — (Cosyp — i sin¢)) =0.
Zeilenstufenform:
COoSp — (COSp — i Sing) —sing _[ising —sing) 1-il \ Sing  +i Singo\
sing cosp — (cosp —ising)| ~ \ sing ising | 1< 0 0)

Weil sing # 0 ist dies wieder die Zeilenstufenform, und man erhalt @sung mitx, = u € C als
freiem Parameter:

. . . . X1 —i,u —i
SiNg-Xp+ising-u=0 = X +iu=0 = X1 =-lug = X= = =u- .
sing=0 X2 Jii 1

—i
1

Also ist Eigy(cosy —ising) = C - ( ) , und die Eigenvektoren sind = y - ( 1I) (ueC\{0})



Zu Aufgabe 56:

Es seiK € {R,C} und A, B € K™" . Dann gilt:

(&) IstA oderB invertierbar, so giltyas = ys.a Uund A- B besitzt dieselben Eigenwerte wig- A .

o a5 A L) aen

und man folgere (a) ohne die VoraussetzénhgderB invertierbar.

Ad (a):

Wir setzen zunachst voraus, daflfnvertierbar ist.

VieK :  yas(d) Det. detAB — 1 - Ep)
= det(AB-1-(A-A™))
E,=AA-1

ARA=A(IA™) det(AB-A(1-A™Y))

PP det(A-(B-1-ATY)

Multipliations- det(A) - det(B -1 A—l)

satz
*Tr‘]"(%g“;t det(B—1- A1) det(A)
Multiplikations- det((B _1. A—l) . A)

satz

PP det(BA- (1A A)
= det(BA- A(A™'A)
= det(BA — AE,)
Def.

= xeA(d) g.e.d.
Ist nunB invertierbar, so vertauschen wir die Rollen vamind B im obigen Beweis:

SetzeA; := B, By := A, so istA; invertierbar, und aus dem Beweis oben folgt:

xeA(d) = xa.-B, () xBrA(A) = xaB(d) g.e.d.

invertierbar

Damit haberA - B und B - A dieselben Eigenwerte, da diese ja die Nullstellen des kteistischen
Polynomes sind.

Ad (b):

/l‘En
B

und die 6+ 2)-te Zeile,.. ., diei-te und die (1 +i)-te Zeile,. .. und schliefilich di@-te und die (2)-te

Wenn wir sukzessive in der Matri(< é‘ ) die erste und dien(+ 1)-te Zeile, sodann die zweite
n

Zeile vertauschen, so ge(xfl B En) Uber in die Matnx(/l‘ E. A) .

Da bei jeder Zeilenvertauschung die Determinante der Zurgggm Matrix ihr Vorzeichen andert und
n Zeilenvertauschungen ausgefihrt werden, folgt :

/l'En A _(_ n' B En
det( B En)_(l) det(ﬂ-En A)

9



En

1 E, A ) sukzes-

Nun gehen wir genauso beziiglich der Spalten vor: wir vediaen in der Matri><

sive die erste und dien§ 1)-te Spalte, die zweite und die+ 2)-te Spalte.. ., diei-te und die (+i)-te

Spalte,.. und zuletzt dien-te und die (2)-te Spalte; dabei geht die Matr€< B En

1 En A) Uber in die
Matrix (E” B ) .

A /lEn

Wieder andert bei jeder Spaltenvertauschung die Detemender zugehorigen Matrix ihr Vorzei-
chen, und wieder werdemVertauschungen durchgefiihrt. Also wie oben:

B En)_, in. E. B
det(&'En A)_(1) det(A /l.En)

Insgesamt gilt also:

det(ﬂ'BE” é; )=(—1)n(—1)n-det(i” A.BEH):det(i‘ A.BEH) (A€K) (o)

Nun wollen wir die Aussage aus Teil (a) erneut beweisentditigs ohne die Voraussetzung, daf

oderB invertierbar ist.

Fallsa=0 :
vas0) %= det(AB-0-E,) = det(AB) M‘;'%fz' det(A) - det(B)
X Get(B) - det(A) ML;%:’Z' det(BA) = det(BA—0- E,)
= xBA(0)
FallsA#0 :

Wegen Aufgabe (52) gilt miE, - A= A- E, und daE,, invertierbar ist:

det( En B ) _ det(E, - (1E,) — AB) = det(1- En — AB) (%)
A /1 * En

Ebenso folgt mitt # 0, daR3 A - E, invertierbar ist und wegeniE,) - B = B - (1E,) liefert wieder
Aufgabe (52):

/l‘En A

det( B E.

) = det((AE,) - En — BA) = det(1- En— BA) (%)

Damit aber folgt die Behauptung:

Vorl.

vag) = det(AB-A-E,) = det((-1)- (1- E, - AB)) ¥
(56)(a)

(-1)" - det(1 - E, — AB)

_ _ n‘ En B _ (_ n‘ /lEn A
5 D det(A LB g de T B

Vorl.

= — nu . —_—
= (-1)"-det(1- E, - BA) o5,

N det((-1)- (1- E, — BA))
= det(BA-1-Ep)

=" xBA(d)

Also: Y 1€eK : yas(l) = xgall) = xas=xBA g.e.d.
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