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Zu Aufgabe 41:

(@) Eine chemische Verbindung mit der Summenfor@gHsOgN3 zerfallt in ein Gemisch aus
COy, H20O, N, und NO . Geben Sie fir diese Verbindung eine chemische Reakiginbgng
an, d.h. bestimmen Sie natirliche Zahbey. .., X5 , so daf3

X1 C3H50gN3 — %2 CO; + X3 HoO + X4 No + X5 NO.

gilt. Stellen Sie zur Losung dieser Aufgabe ein linearesi€blungssystem auf und bestimmen
Sie eine geeignete Ldsung.

(b) Ist der Zerfall der chemischen Verbindung aus (a) in eem&ch nur ausCO,, H,O und
NO mit dem chemischen Massenerhaltungsgesetz vereinbar?

Ad ():

Das Gesetz der multiplen Proportionen von John Dalton bedaB die Anzahl der Atome eines be-
stimmten Elementes bei einer chemischen Reaktion konskaibit, auch wenn sie sich auf verschie-
dene neue chemische Verbindungen verteilen. Bezeichnealsoi mit x; die Anzahl der Molekile
der VerbindungC3HsOgN3 (TrisalpetersaureglycerinesterNitroglycerin) auf der linken Seite der
Gleichung, so treten dort -X; Kohlenstdtatome auf. Ebenso viele-Atome missen dann insgesamt
in den Verbindungen der rechten Seite vorkommen - wobei wingdie Anzahl der Kohlendioxid-
molekile, mitxz die Anzahl der Wassermolekiile, mif die Anzahl der Stickstdmolekiile und mit
x5 die Anzahl der Stickstmonoxidmolekile (jeweils auf der rechten Seite der Reaktjleichung)
bezeichnen.

Da Kohlendioxid CO ein Kohlenstéfatom enthalt, steuert es, C-Atome bei; Wasser enthalt kein
C-Atom, also geht in die Bestandsgleichungx@ ein, ebenso fiir den molekularen Stickbtdl, und
das Stickstfmonoxid NO .

Wir erhalten also fiir den Kohlendfalie Bestandsgleichungx3d= x .

Die entsprechendedberlegungen fiir WasserstpSauerstff und Stickstdf fihren zu den Gleichun-
gen:

Kohlenstdr : ) 3-X = X2
Wasserstfd : (1) 5. = 2-X3
Sauerstfi (1) 9- X1 = 2% + X3 + X5
Stickstdf (v) 3-x1 = 2- X + Xs
Dies liefert das lineare Gleichungssystem
3-X1 - Xo = 0
5. - 2-X3 = 0
9:- X4 — 2:% - X3 - x5 = 0
3-X - 2% - X = 0



in Matrixschreibweise

3—1000§1 8
5 0 -2 0 o0f]|™
-X3=0=0
9 2 -1 0 -1 0
3 0 0 -2 -1)|™
X5 0

Dieses Gleichungssystem muf} in ganzen Zakléhlosbar sein (gemall dem Daltonschen Gesetz).
Wir erzeugen die Zeilenstufenform:

-1 0 0 O 3 -1 0 0 O 3
0 -2 0 Of 1v 0O 5 -6 0 Ofn-sm |0
-2 -1 0 -1y -3 O 1 -2 O -1 1v-mn O 1 -1 O -1
0 0 -2 -1)3>3" 1o 1 0 -2 -1 0

W o o w

3 —1 O 0 0 —l')-|V
2
v+t |10 1 -1 0 -1 (211n
nostr {0 0 -1 0 5 =111
0 0 0 -2 5) 3(+he

I N | 1
j1=1 j2=2 j3=3 j4=4 f1=5

Gemal den Regeln fur die Aufldsung eines linearen Glaigssystems in Zeilenstufenform ist also
die Unbekannte, die zur Spalfe = 5 gehort, d.h. der Spalte, in der keine Stufe steht, dureéng(frei
wahlbaren) Paramater € R zu ersetzen. Die Variablen, die zu den Spalten gehdrererierd Stufen
stehen, d.h. hier zu den Spalt¢n..., j4, sind zu berechnen in Abhangigkeit von dem Parameter
Es ist alsoxs = u frei wahlbar, X1, X0, X3, X4 sind zu berechnen.

4. Gleichung:xs — 3 -u=0 = x4=3-u

3. Gleichung:xz —5-u=0 = X3=5-pu

2.Gleichung:x, - 6-u=0 = X =6-u

1.Gleichung:x; - 2-u=0 = x1=2-u

Also gilt fUr jeden Losungsvektor:

X1 2u 2 2

X2 6u 6 6
X=|x3|=|5u|=u-15| WeR) < xelman=R-|5].
5 5 5

X4 oM 2 P

X4 % 1 1

Dies ist die allgemeine mathematische Losung; in unseteemischen Problem sind die Losungen
einer Restriktion unterworfen: digy, . . . , x5 stehen fur Molekilzahlen, miissen also natirliche &ahl

2
6
(oder Null) sein. Da jedes Vielfache vdrb | wieder Losung des Gleichungssystems ist, kbnnen wir
3
1
2 4
6 12
die Losunglg = 2| 5| =| 10| betrachten; dies ist diejenige Losung, bei der alle Biprteilerfremd
3 5
1 2

(relativ prim) sind; alle anderen Losungen mit natliidinhZahlen (oder Null) in den Komponenten

2



sind Vielfache dieser Losung. Also ist die Losungsmerigauhser chemisches Problem

4 4
12 12
Lchem = Ng-| 10 = n-110l lneN v n=0
5 5
2 2

Die einfachste nichttriviale Reaktionsgleichung ist also

4C3H509N3 — 12C0O;, + 10H20+ 5N, + 2NO.

Ad (b):

Wenn die Zerfallsprodukte nur au80,, H,O und NO bestehen sollen, bedeutet dies in obiger ma-
thematischer Losungsmendg.uh , dafd der Anteil an molekularem Stick&tdN, zu 0 wird:xs = 0;

2

da jede Losung die Gestakt= u - hat, erzwingt die Bedingungs = 0 dal3u = 0 sein muf3;

NSNS o))

damit ist die einzige Losung fir diesen Fall= 0 . Es handelt sich also nur um einen Spezialfall
des im Teil (a) bereits Behandelten; dalig.em alle Kodfizienten inNg liegen missen, gibt es keine
Zerfallsgleichung mit von 0 verschiedenen MolekillzahEem Zerfall wie in Teil (b) ist also mit dem
Satz Uber die multiplen Proportionen nicht vereinbar.

Zu Aufgabe 46:

Es seienx,y € R" . Dann gilt:
@ oy =5 (1x+y? - Ix-yP)
(b) Ix=y® =[x+ Iy - 2|xlylcosx(x.y), falls x,y+0
(© Ix+y2+Ix—y? = 2(1x% + yf?) .

Wir wiederholen die Definitionen (mi¢-, - ) ein vorgegebenes Skalarprodukt): fidry € R" ist
IX = V(X X)
(*)

X,
cos< (X y) = ﬁ

Ferner ist das Skalarprodukt bilinealh. es gilt
(X+Y,2) ={X,2) +{X,2)
XY+2 =(XY)+{(X 2

</1 Xay> = /1<X7y>
<X’/l'y> = /1<X,Y>

VXVY,ZER"VAER : (*%) (Vorlesung Lemma (8))



symmetrischd.h. es gilt

VXY eR 1 (XY) =Y, X (% * *)
und positiv definitd.h. es gilt
YVO£XxeR": (x,X)>0

Damit gilt:

v xy,abeR": <x+y,a+b> (xa+b)+<y,a+b) ((xa)+<x by) + (Cy, a) + <y, b))
Insbesondere erhalten wir:

X+Y XYy = OO0 +HX Y TP 0+ YY) = XX +2AXY) +(Y.Y) = IXZ+2-(x Yy + Y2 (o)
und

(X= Y, X =Yy Z06X) + (X =y) + (=Y, X) + (=Y, V5 X)+ (=X Y) + (=¥ ) + (= (= <y 1))

oan 97 2 XN+ 2 (%) IX? — 2 <x Y+ (ee).

(Man beachte die formal&hnlichkeit zur binomischen Formel).
Damit beweisen wir die Aussagen aus Aufgabe (46).

Ad ():

%(IX+y|2—|x—y|)=)%(J<X+y,X+y> - Vx=y,x- y>) 7 (OCHY X+ Y) = (X= Y, X = y>)
l((ler*Z <XV>+\VK) (Nj 2 <Xy>+\yk)) 72Xy +2(xy)=(xy) ged.
Ad (b):

|x—y|2— VX= Y X— Yy = (X— Y, X— N IXI2 2<xy>+|y|2— X2+ Y12 =2 X[yl - cos ¥ (%, Y)

(XY

denn nach+%) ist cos<(x,y) =
( £) (09 = oy

— (XY)=IX"lyl-cosx(xy) furx,y=0).

Ad (c):

X+ Y=y = \/<x+y,x+y> + /(X = Y, X = y> (|x|2+w+|y|) (12 = 206y + IyP)
= 2 X%+ 2y = 2(1x% + IyP?). q.e.d.



Zu Aufgabe 47:

Wir definieren ein Tetraeder irk3 durch seine Eckpunkta = (0,0,0), b=(1,0,0), c=(0,1,0)

undd = (0,0,2).

Es sind alle Winkel im Dreieck mit den Eckdnc, d zu bestimmen, sowie der Winkel, den die Tetra-
ederseite mit den Eckea, b, c und die Tetraederseite mit den Eckbyr, d einschliel3en.

Dabei sind die Vektoren anzugeben, die der Winkelbereapzugrunde gelegt werden, und die Wahl
dieser Vektoren ist zu begriinden.

Das gelbe Dreieck kennzeichnet das Dreieck mit den Edkend und die Tetraederseite mit diesen
Ecken;

das schrfiierte Dreieck kennzeichnet das Dreieck mit den EcenO, b, c sowie die Tetraederseite,
die durch diese Ecken definiert wird.

Der Winkel im raumlichen Dreiecldpq an der Eckeb ist berechenbar nach Vorlesungg@

(X y)

X,y €R"\ {0} = cos<(xY) = TR

definiert den Winkek:(x, y) zwischenx undy.

Der Winkel @ an der Eckeb des Dreiecks wird eingeschlossen von den Schenkelnd bd .
Es handelt sich also um den Winkel zwischen den Vektarerbund d-b :

COS(}’) _ <C_ b’d_ b> _ <(_1’ 19 0)’ (_19 0’ 2» _ (_1) (—1)+ 1-0+0-2 _
Cle=bi-ld=bl T I(-LLO0)- (102 12+ 12+ 02 (12 + 02+ 22
= 5" v%)

_ 1 N
— o= arccos( m) — o~ 7156505115

Der Winkel 8 an der Eckec des Dreiecks wird eingeschlossen von den Schengielnd cd.
Es handelt sich also um den Winkel zwischen den Vektdrencund d —c :

cospy - D=CA-0 _(L-10).0-12) _ 1.0+(D) (D+0(D) _
o—c-ld-bl |(L-LO)-I(0,-12) 124+ (-1)2+02- 0P+ (1P + 22
= BV~ Vi
— B= arccos(\/%) — B~ 7156505115



Der Winkel y an der Ecked des Dreiecks wird eingeschlossen von den SchenéBland dc .
Es handelt sich also um den Winkel zwischen den Vektdrerd und c—d :

cosfy) = (b-dc—d) _(10.-2)01-2) _ 1.040-1+(-2)-(-2) _
b—d-lc-d [(1,0,-2)-1(0,1,-2) V12+02+(-2)2- V02 +12+(-2)2
_ 4 _ 4
T V5v5 5

= y =arcco{2) = v~ 36,869897653.

Nun bestimmen wir den Winkel zwischen der Tetraederseffg mit den Eckena = 0, b, c und der
Tetraederseit&, mit den Eckenb, ¢, d , d.h. zwischen den Ebenen, die diese Dreiecke enthalten.
Die beiden Ebenen enthalten beide die Putiktand ¢, d.h. auch die Geradg durch diese Punkte;
diese hat den Richtungsvektbr— ¢ = (1,-1,0) . Um den Winkel zwischen den Tetraederseiten zu
bestimmen, machen wir den Winkel zuerst geometrisch sachtbir wandern um das Tetraeder her-
um, bis wir gerade vor dem Punlitstehen, und blicken genau in die Richtung der Schnittgargcle
auf diese Art schrumpft diese zu einem Punkt zusammen, uctl die Tetraederseite; und Sy
sind nur noch als Kanten zu sehen. Diese Kanten sind diekBimjen der jeweiligen Dreiecksseiten
auf die Geraden in den zugehorigen Ebenen, die senkrect8ctunittgeradery verlaufen: von der

Dreiecksseitebd sieht man nur noch die Senkrechtegzdurch denn Punkd ; analog sieht man von

der Dreiecksseitéba nur noch die Senkrechte aydurcha = 0. Der gesuchte Winkef ist dann
gerade der Winkel zwischen diesen Senkrechten:

d
sichtbare Kantéd
~—— = Senkrechte zg durchd
0
TN

sichtbare Schnittgeradg, auf

Kanteba Punkt geschrumpft

= Senk-

rechte zu

gdurcha

Wir brauchen also

(1.) den Richtungsvektor der Geraden in der Elenealie das Dreieclkd g, enthalt, die senkrecht auf
g steht, und

(2.) den Richtungsvektor der Geraden in der Ebenealie das Dreieck,og enthalt, die senkrecht auf
g steht.

Zu (1)) : ein Vektorvy in E; = x-y-Ebene, der senkrecht zu, @1, 0), steht, ist sofort bestimmbar:
esistvy; = (u,v,0) mit u,v € R, und die Bedingung @& ¢(1,-1,0),(u,v,0)) = u—v liefert u = v;
deshalb istv; = (1, 1, 0) € x-y-Ebene geeignet.



Zu (2.) : Gesucht ein Vektov, € spand-b,d-c} = span{(-1,0,2),(0,-1,2)} senkrecht zu
(1,-1,0) . Da spari(-1,0, 2), (0, -1, 2)} aus allen Linearkombinationen der beiden Vektoref, 0, 2)
und (Q -1, 2) besteht, hat, die Gestaltv, = 2 (-1,0,2) + - (0,-1,2) mit L, u e R.

Damit ergibt sich die Bedingung:
V2 1 (la _15 0) — 0 = <V2a (15 _la O)> = </1(_15 Oa 2) + lu(ov _la 2)7 (la _19 0)>

b<_|:’.> 0=2 <(—1, 0, 2), (1, -1, O)> +u <(0, -1, 2), (1, -1, O)> =—A+ u = A= J7i
lHinear
= -1 =1

— V2 = :u(_l’ 0’ 2) + /1(09 _1’ 2) = (_/'l’ —H, 2/J + 2#) = (_/'l’ —H, 4/1) = _M(la 19 _4) .

Alsoist v» = (1, 1, —4) geeignet, und wir erhalten fur den Winké&t

ViVo) _ ((LL0)(LL-4) 5, o,
Vil Vol L LO)-|(LL—4) VeVl VZvES | vZa

cosf) = cos<(vy, Vo) =

1
3-

Damit ist 6 = arccosg) ~ 70,52877934 .

Zu Aufgabe 48:

Sei A € R™" orthogonal; dann gilt:
(@) by,...,b, Orthonormalbasis voR" — A-by,...,A- b, Orthonormalbasis voiR" .
(b) x(AX Ay) = x(XY) (fur alle x,y e R"\ {0}) .

(c) Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe derppe GL(n,R) der invertierbaren
Matrizen in R" (bzgl.der Matrixmultiplikation).

Beweis:
Eine Matrix A € R™" heiRt orthogonal, weni\" - A = E,, (x) .
) . e N [ 1furi=]

by, ..., b, Orthonormalbasis VoRR" & Y i,je{l,...,n}: <b,,b,> = 6ij _{ 0 fir i j } (+¥)
Ad (a):
Es seiby, ..., by eine Orthonormalbasis voR" beziiglich des Standardskalarprodukts - ) :

X1 Y1 X1) (N1 n
x=[:1],y=]|:|eR" = < Y >: XYk = X'y (Matrixprodukt) e .

Xn Yn Xn Yn k=1

Zu zeigen ist, dafAby, ..., Ab, Orthonormalbasis voiR" ist, d.h. gemaR der Definitionx) :
Vi,je{l,...,n} : <Abi,Abj> = 6jj .

Fur beliebigei, j € {1,...,n} gilt:

AR — (ART . (Ab. _ TAT). (AD:) 234 pT . (ATA)D;: 2 T . E..b =
<Ab.,Ab,>(:) (AD)T - (Ab) = (bTAT) - (Aby) bl - (ATA) by tmona @ E1 7D
_b’h - (b b by.....bn .
- b' bJ (o) <bl’bj> Orthonormalbasi56IJ q'e'd'



Ad (b):
Es seien nurx,y € R"\ {0} . Dann gilt:

(AX Ay = (AX)T-(Ay) "E" (xTAT)-(Ay) "EEXTATAY 2 XTEpy=xTy = (xy) (%)
(*) @ orthogonal (o)
Uberdies ist mitx # 0 wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts (M@mma (43)(c)))
setze in ) ¢\
(X, X) >0 y=_)>( (AX,AX) = (X, X) >0 —= Ax=0

pos. definit
(da ja sonst{Ax, Ax) =¢0,0) =0, Widerspruch! )
Damit folgt fir den Kosinus des Winkels zwischAr und Ay :
<AX’ AY> — <X’ y> (;) <Xa y> D:ef- <X’ y> D:ef- COS{(X, y)
IAX - IAYE (0 (AR, AX) - (Ay, Ay) Mitx=y O Xy - 1Y, ) IX - i

Aus der Analysis ist bekannt, daf 4([1@;, ] — [-1, 1] eine bijektive Funktion ist; andererseits ist
nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (Vorlesung))4ur alle X,y e R" : (X ¥ <X - ¥

cos (AX, Ay) =

(X,y)
= VX YyeR"{[{0 : -1<—2-<1.
yeEn o - 1y
Also gilt: cos<(AX, Ay) = cos<(X,Y) = < (AX Ay) = %(x,y) € [0,7]. g.e.d.

Ad (c):

Wir benutzen die Definition () der Vorlesung und zeigen damit, dal3
Oon) :={Ae R”X”| A orthogonal} eine Untergruppe der multiplikativen Grupggl.(n, R) ist (Vor-
lesung Satz (23)).

Zu zeigen ist also:
(i) 0+ O(n) C GL(n,R)
(i) YABeO(M) : A-BeO(n
(i) VAeOmn) : AleO(n)

Ad (i):

El =En = E] En=En-En=E, = E,eO(n) = O(n) # 0
Vorlesung Satz (41),[a) = ¢) ], liefert: Aorthogonal = A invertierbar = A € GL(n,R), also:
O(n) € GL(n,R) .
Ad (ii):
A B e O(n) = AT-A=E, A B"-B=E,
er.
Regel

Damit folgt: (AB)T -AB = (BTAT)- AB
(2.12)(d)

assoz.

BT (ATA)B=B"E,B=B'B=E,
=E

ﬁ AB orthogonal, d.hAB € O(n) g.e.d.
er.

Ad(iii):
Nach Satz (4.1) Vorlesung giltA orthogonal = A invertierbar undA™! = AT —

Def.
— (A—l)T AL = (AT)T AT R AL AL - E, — Al orthogonal, d.hA™1 € O(n)
(2.12)@) orthogonal

g.e.d.



