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Losungsvorschlige zu Lineare Algebra fiir Informatiker und Statistiker Blatt 3

Zu Aufgabe 9:

Zunichst untersuchen wir, ob die angegebenen Definitionen sinnvoll sind (Definition der Funktionen
wie auf dem Aufgabenblatt):

In go(x1, x2) = (fo(x2), fa(x)) ist gemil Festlegung des Definitionsbereichs von g; als

R\ {0}) xR x; # 0. Damitist fi(x;) wohldefiniert, daja f4 nur auf R\ {0} erklirt ist.

Auch die Verkniipfungen sind sinnvoll:

Ad fiophofi = RVOSRERILR, dh fiohofi : R\{0)>R

Ad fiofroh RZLRﬂRiR dh. fiohoh : RZSR

Ad frohog  : B2 R2—>R£>R dh. fpohog : RZoR

Ad g10g : (R\{})XR—’]RZ 5R?, dh g1og : (R\{0)xR - R?

Berechnung der Verkniipfungen:

e YVRox#0 :
Def. Def. 1 Def. ( 1 2) Def.
) ) xX) = X = = = = =
(fiefro @ S fithUan = AAC) = AG)) 0T
yz% )’:(£)2
_x !
T2 22
o V (x1,x) eR? :
Def. Def. Def. Def.
(rofroh)(x1,x) = filhh(x,x2) = filhtn+x)) = =f(n+x)?) =
° h FH»)=y* mit f3(y)=—y mit
y=x1+x2 y=(x1+x2)?
= —(x1 + x2)°

o VY (x1,x) € R? :
(Froho g2 = (i) = A GG, o) = (05 ) %

{33 o)

. V(xl,xz)E(R\{ DXR
1\ De e
(g1082)(x1, X2) = 81(g2(x1,xz)) gl (f2(x2), f4(X1)) ( s x ) i (fl (Xz) f3( )) =3

2
:ﬁ_i
27 X1



Zu Aufgabe 10:

Fiir a,b,c,d € R mit ad — bc # 0 ist zu zeigen, daf die Abbildung
f: R? - R?, (x1,x2) b (ax) + bxy,cxy + dxp)
eine Umkehrabbildung besitzt; diese ist zu bestimmen.
Nach Definition und Satz 0.30 ist zu zeigen, daB es eine Abbildung g : R* — R? gibt mit den beiden
Eigenschaften fo g =idp> und go f = idg>.

Auffinden der Umkehrfunktion:
Wenn g existiert, so gilt fiir alle (y1,y,) € R? :

g1, y2) = (x1,x2) €RZ A (y1,32) = (fo @)1, ¥2) = f(g1,¥2) = f(x1,X2) = (ax; +bxa, cx1 +dx3) .
Dann folgt aber mit den Eigenschaften des geordneten Paares (siche Aufgabe 6 (a) ):

Yy =ax;+bxy A yy=cx;+dx
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit d und die zweite mit b, so erhalten wir:
dyy =d(ax; + bxy) = adx; + bdxy, AN by, = b(cx) + dxy) = bexy + bdx,
= dy; — by, = [adx; +de§] — [bexy +M] = (ad — bc)xy (D).
Nun multiplizieren wir die erste Gleichung mit ¢ und die zweite mit a, und wir bekommen:
cy1 = claxy + bxy) = acx; +bcxy AN ay; = a(cxy +dxy) = acx) + adx;
= ay; — cy| = lacxr + adx;] — lacxr + bcxy]| = (ad — be)x; 2).

Nun ist nach Voraussetzung ad — bc # 0, so daB} wir dividieren diirfen:
1

1 -
) = x adIbc

-(dy; —by;) und

2) = x= (ayr — cy1)

ad — bc

Also folgt fiir g (wenn es existiert) :

(dyr —

1
801, y2) = (ad_bc

) o
Verifikation:
Wir haben bisher nur berechnet, wie g aussehen mull, wenn es existiert. Wir miissen noch die beiden
definierenden Eigenschaften der Umkehrfunktion aus Definition 0.30 nachweisen:

e ad fog=idy : Seien (y;,y;) € R? beliebig; dann gilt:

1 1
(o 01,y2) = flg0r.y2) 2 f( d—be D1=by2), - (ay2 = Cyl))

' (d ' [m(fl)ﬁ - b)’2)] +b- [m(ah - Cyl)] , e [ﬁ(d)ﬂ - b)’z)] +d- [ﬁ(@’z - C)’l)])

d
e W1~ by2) + ——(ays - Cyl))

i
=(ad1b (ady, gbj/+/a'y/ beyy) — bc%—cbyﬁdayz—d?ﬁ))
(@

(=cb + da) ~y2)
be

- (dy1 = by») + - . (ayz -coy1),

~(ad = bc) - y1,

ad —



e ad go f=idg : Seien (x|, xy) € R? beliebig; dann gilt:

Def.

(g o f)x1, x2) ; glax) + bxy, cxi +dxo) =
® (ad—bc [d-(axi +bxp) —b-(exi +dx))] . ——— - [a - (cx +dixp) — ¢ - (axy +bxz)]) =
1 1
_(ad_bc[da)ﬂ +M_be] _M] s ad_bc[g%r"'ade—,a%l’—Cbxﬂ)—
1
_(ad—bc'(da_bc)'xl’ ad_bc'(ad—cb)-xz)_
I%; (x1, x2) g.e.d.

Zu Aufgabe 11: Die Elemente der Gruppe S3 seien wie folgt bezeichnet:

(1 2 3 (1 23 (1 2 3
PL=\1 2 3) P27 2 3 1) P27 3 1 2

(1 23 (1 23 (1 23
=l 3 2) 273 2 1) BT 21 3

a) Um die Verkniipfungstafel aufzustellen, miissen wir alle moglichen Produkte (d.h. Hintereinan-
derausfithrungen) von Elementen der S 3 bilden, d.h. alle fog mit f,g € {p1,02,03,71, 72,73 }.
Offensichtlich ist p; die Identitédtsabbildung auf {1, 2,3}, d.h. das neutrale Element der Grup-
pe (S3,0); damit gilt sofort p; o f = fop; = f fiir alle Gruppenelemente f .

Zudem wissen wir, daf fiir eine Gruppe (G, o) mit neutralem Element e gilt:
VabeG : aob=e = b=a'unddamitboa =e (m)

Beweis: Es gelte a o b = e; dann folgt:

e Existenz , _ _ _ e _
b = eob = (a'oa)ob = =a'lo(@ob) = aloe = !
neutral Inverses assoz. Vorauss. neutral
Damit: boa=a'oa = e g.e.d.
Def.

Berechnen wir zuerst die Quadrate f o f :

1 2 3 1 2 3
(p20p2)(1) = l oll (H)=3
2 3 1 2 3 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(P2 002)(2) = l]o ! =1 =p20p2=(3 ; 2):p3.
2 3 1 2 3 1
1 2 3 1 2 3
(P20p2)3) =11 o LB =2
2 3 1 2 3 1

Die Abbildungsvorschrift ist dabei:

(2 © p2)(1) = pa(p2(1)) = p2(2) = 3 nach Definition von p, . Ebenso:
(p2002)2) =p2(3)=1 und
(P2 0p2)(3) = pa(1) = 2.



So verfiahrt man auch mit den anderen Kompositionen und erhiilt:

- (1 23 2 3\ (1 2 3)_
P3=P3eps=i3 1 2)°\3 1 2)7\2 3 1)7F
o123, 23_123_.d_
aEnenEl 3 2)% 3 271 2 3)TEEA
oo (U203 (12 3\ (12 3)_
2773 2 %3 2 1T (1 2 3)TETA
12 2 2 3
1 1

e 32 e

Nun bestimmen wir die noch ausstehenden Produkte von p, mit den anderen Gruppenelemen-
ten:

2 _ _
7'3—1'307'3—(2

otz (23 _(r 23 _.
Preps=ly 3 1)°\3 1 2)7\1 2 3)THTA G pIOP,EEEM
(2 3 (12 3y (12 3)_

PeTi=1s 3 1)°1 3 2)/7\2 1 3)7™

(v 23y (12 3y _ (12 3)_

prem2=1s 3 1)°3 2 1)7\1 3 2)7 7

(2 3 (12 3y _(1 2 3)_

P2eT3 =15 3 1)°2 1 3)7\3 2 17 ™2

Wir bestimmen noch

Co 203\ (12 3) (12 3)_

merr=11 3 2)°%2 3 1)73 2 1)

und erhalten damit folgende (noch unvollstindige) Verkniipfungstafel:

° le\Pz‘PﬂTl\Tz\Tﬂ
PL || P | P2 | P3| T1 | T2 | T3
P2 P2 | P3| P |T3|T1 | T2
P3 || P3| P1| P2

T || T1 | T2 P1
T2 || T2 P1
T3 || T3 P1

Die verbleibenden Leerstellen der Tabelle konnen wir nun iiber die schon bekannten Ver-
kniipfungen berechnen (die jeweiligen Ersetzungen sind der Tabelle oder schon bestimmten
Kompositionen zu entnehmen):

p30TI=p30(p20T2) =(P3002) 0T =P 0T =T
P30Ty =p30(p2073) =(03002)0T3 =P 0T3 =73
p3oT3=p30(ppoT)=(p30p2) 0T =p1 0T =T]
T20p0=(p30T)op2 =p30(T10P2) =P30T2 =713
T30 =(p20T1)opr =p20(T10P2) =P20T2 =T
Tiop3=(130p2)0p3=T30(p20p3) =T1301id =713
TioTy=T10(T100) =(T10T)0pP2 =idopy =p>



b)

c)

T1013=T10(T1003)=(T10T1)0p3 =idop3 =p;3
Tpop3=(t10p)op3=T10(20p3) =T10id =T
7207 =(T1002) 0TI =T10(0207T1) =T1 073 = P3
72073 =(T10P2)0T3 =T10(p20T3) =T 0T2 =2
T3003 =(p20T1)0p3 =p20(T10pP3) =P20T3=T2
130T =(p20T)oTy =p2o(T10T) =pr0id=p>
30Ty =(p20T))0oTy =p20(T10T2) =p20pP2 =p3

Damit ergibt sich fiir die nun vollstdndige Verkniipfungstabelle:

° le ‘Pz‘m\ﬁ \‘1'2‘7'3‘
P1L P P2 |P3||TL|T2|T3
P2 || P2 P3| PL| T3 |T1 | T2
P3||P3 | P1L|P2]| T2 | T3 |71
TL| T | T2 | T3 |P1|P2|P3
T T2 | T3 | T1 | P3| P1L| P2
T3 || T3 | T1 | T2 | P2 | P3| P1

Dabei bezeichnet der doppelt umrandete Teil der Tabelle die Verkniipfungen einer Untergruppe,
nidmlich der von den Elementen pi, oo, 03 erzeugten Untergruppe U .

Wie man an der Verkniipfungstafel erkennt, gilt zum Beispiel
Tlopy =Ty, aber proT; =13.

und natiirlich ist 75 # 73. Damit ist belegt, daf} die Gruppe nicht kommutativ ist. Dies erkennt
man unmittelbar an der Verkniipfungstabelle, und zwar daran, daf diese nicht symmetrisch zur
Hauptdiagonalen ist:

° le\Pz\m\ﬁ \Tz\Ta‘
PL|PL| P2 P3| T1L |T2]T3
P2 || P2 | P3| PI @ 71 | T2
P3||P3 | P1L | P2 | T2 | T3 | T
T || T1 @ T3 | P1 | P2 | P3
T2 || T2 | T3 | T1 | P3 | P1| P2
T3 T3 | 71 | T2 | P2 |P3|P1

Im Gegensatz dazu ist die oben erwihnte Untergruppe U kommutativ

Es sind die Gleichungen p3 or =7 und o op3 = 7; in m und o zu losen.

Dies ist einfach iiber die Verkniipfungstabelle moglich, indem wir deren Aufbau beachten: An
der Schnittstelle der j—ten Zeile und der k—ten Spalte steht das Produkt j o k mit

Jik €{p1,p2,03, 71,72, 73}

Also suchen wir in der Zeile zu p3 diejenige Spalte, in der als Produktergebnis 7; auftritt. Das
ist die letzte Spalte, also die Spalte zum Faktor 73 . Damit gilt: p3 o 73 = 71, weshalb 7 = 73

die gesuchte Losung ist. (Aufgabe 12 wird zeigen, daf} dies die einzige Losung ist.)

Genauso verfahren wir fiir die zweite Gleichung: Wir suchen in der Spalte zu p3 diejenige Zeile
auf, in der 7 auftritt. Das ist die zu 7, gehorige Zeile. Damit gilt: T, 0p3 =T7] = 0 = 15.



Zu Aufgabe 12: Sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e.

a) Fiir alle a.b € G besitzt die Gleichung aox=b (%) genau eine Losung x € G.

Beweis:

Es sind sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Losung zu beweisen.

e Existenz:
Wenn x € G die Gleichung 16st, d.h. a o x = b gilt, so folgt:
e a~lin- _ _ _
x = eox ‘= (a@loa)ox = alo(@ox) = alob.
neutral Vers zu a assoz. Vorauss.

Wenn es also eine Losung gibt, so kann dies nur x = a~! o b sein. Dies ist aber auch eine
Losung, denn:
ao(@lob) = (@oa)ob a: eob = b
assoz. invers neutral
¢ Eindeutigkeit:
Diese haben wir implizit schon im ersten Teil (Existenz) bewiesen, indem wir gezeigt
haben, daB jede Losung x die Gestalt x = a~! o b haben muB. Wir konnten auch so
vorgehen:
Angenommen, die Gleichung (%) habe zwei Losungen xj,x; € G, d.h.ao x; = b und

aoxy; =>b.Dannfolgt aox; =b=aoxp,dh.
-1

e a — — —
x] = eox; = (@loa)ox; = alo(@ox)) = a'lo(@ox)=
neutral invers assoz. Vorauss.
-1
— a e
= (@'oa)oxy = eoxy = x g.e.d.
assoz. invers neutral

b) Fiir jedes a € G ist die Abbildung
¢: G->G, x—aox
bijektiv.
Natiirlich ist die Abbildung wohldefiniert, da fiir alle a,x € G wieder ao x € G gilt.

e @ injektiv:

Zuzeigenist: Vx,ye G : o(x) =¢p(y) = x=Yy.
Seien also x,y € G mit ¢(x) = p(y) & aox=aoy (*).

Nach Teil (a) hat die Gleichung a o x = b mit b := a oy genau eine Losung x, ndmlich
-1
x=a'lob=alo(@oy) = (@'oa)oy = eoy=y g.e.d.
assozZ. neutral

e ¢ surjektiv:
Sei b € G beliebig; gesuchtistein x € G mit b = p(x) =ao x.
Wieder nach Teil (a) hat die Gleichung a o x = b (genau) eine Losung x, ndmlich
x=a'ob. Also gilt:
VbeG : ¢la'ob)y=ao(a'ob) =b.
S.0.

Also ist ¢ surjektiv g.e.d.



