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Losungsvorschlige zu Lineare Algebra fiir Informatiker und Statistiker Blatt 5

Zu Aufgabe 17:

Es sei (G, o) eine endliche Gruppe mit n = |G|, a € G und m := min{k eN|d=¢ } .

Ad@ : d=d < m|i-j) (. jeD).

Beweis:

Wir verwenden die im Tutorium bewiesene Aussage:
&) d=e¢e = kemz (keZ)
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Beweis Wir miissen eine Aquivalenz beweisen, d.h. die Richtungen ,,— “ und ,,<=

—_—

”<=“'

Aufg. 14
Tut.
Nunistm:min{leNlal:e} = me{l€N|a1=e} = a" = e, also folgt:

d=@i=el=e¢ (da el = (ao)q =a"=4"=e¢ ) g.e.d.

EsistkemZ = 3Aqg€Z : k=m-q = d*=a™ (@™ .

» =
Nun ist vorausgesetzt, daB a* = e , und es ist zu zeigen, daB k € mZ . Wie oben gilt: ¢ = e mit
m € N . Nach Vorlesung (0.11) (Division mit Rest) gibtes ¢,r € Z,sodall k = m - g + r mit
0 < r < m . Damit konnen wir schreiben:

Au:fg. mg o g Aufé 14

14(a) Tut.

k mq+r

e=a“=a (@loa" =eloa =eoa =a".

Nun ist r eine ganze Zahl mit 0 < r < m . Wenn r = 0 gilt, so ist k = mqg € Z wie gewiinscht.
Wir miissen also zeigen, dal r # 0 nicht moglich ist. Also:

. da Def.
Angenommen, r#0 = reNmit 1 <r<m = re{leNlal:e} -
a'=e min

erin{leNlal:e} =m = m>r > m,und das ist eine Widerspruch.

Also muf} r =0 gelten, d.h. k =gm g.e.d. ]

Nun zum Beweis von (a) :
ad ,, = “:
Nach Aufgabe 14 (b) gilt fiir jedes g € Z : a™? = a9V = (a?)™' (%)
Damit folgt fiir alle i, j € Z mit ad=a :
. ; .. Aufg. ; s(x , A—1
d=a = a7 "= dog @ aJO(af) =e = (i—j)emZ Det- m|(i—j)
14(a) ai=a’ (%)
ad ,, ="
ml(i-j) = 3qeZ :mg=i-j = i=mg+j =
Aufg. 14
Tut.

d = gMati (@™ o a = eloagl =eoal =a’ g.ed
am=e



Ad (D) : (a)z{ao,al,...,am_l} und |<a>'=m.

Beweis:

Zu

Zu

{a) = {a",a',...,a”"1 } :
Nach Definition ist {(a) = {al ’l € Z} ; damit ist ,,D “klar:
{a) = {al|l€ Z} o) {ao,al,...,am_l } .

Fiir ,,c “ folgt wieder mit Division mit Rest: jedes [ € Z hat eine Darstellung [ = mqg + r mit
q,r € Zund 0 <r <m . Damit:

Aufg. Tut.
al = gmarr uig a™ o a U @lod = elod =eod =d" .
14 a=e
Weil aber r € {0,1,...,m— 1} folgt damit o' =a" € {ao,al,...,am‘l } ) q.e.d.
|(a)| =m :
Wir wissen bereits, da3 {(a) = {ao,al, cam! } . Um |(a)' = m nachzuweisen, miissen wir
zeigen, dal} alle Elemente in der Menge {ao, a,... am! } verschieden sind.

Zu zeigen ist also fiir alle i, j€ Z :
YO<ij<m:d=d  i=j

sei a' =a’ 21; m'(i— N =
@ /
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Dabei ist die Richtung ,,<=* klar, und fiir ,,—
= dkeZ :i—-j=mk.

Esist i > joder i < j; wir konnen also ohne Einschrinkung annehmen, daf3 i > j . Dann aber
ist m>0,dh. meNy.Ferner j >0 — —-j <0, also:

j<i = 0<i-j <(m-1)-j < m-1-0=m-1 = 0<mk<m-1

~—— i<m —-j<0 i-j=mk
=mk

Da m > 1 muB k£ > 0 gelten;
fallsaber k > 1 = m <m-k <m—1,und das ist ein Widerspruch.

Als005k<lﬁk:0=i—j:km:0=i=j g.e.d.
€,

Ad() : mn

Beweis:

Nach Aufgabe 14(c) ist fiir jedes a € G (a) eine Untergruppe von G . Nach dem Satz von Lagrange
(Vorlesung (1.12)) ist in jeder endlichen Gruppe mit Untergruppe U |U ’ ein Teiler von ’G| ,

dh. |U]||q].

Hier:

U=(a) A |G|=n,alsomit Teil ) : |U|=|(a)| = m|n =|G].  qed.



Zu Aufgabe 18: Es sei K eine Korper mit Verkniipfungen +, - und Einselement 1 .

Zu (a) :

=578 (aceKibdeK\{0)

Beweis:

Nach Definition (Vorlesung) ist g =a-b~!. Damit:

a. ¢ Def. S P R TS I B |
b+d a-b” +c-d a-1-b7+d-1-d
bz0 (d-d )b ve-(bob1)-d!
z a-(d-d')-p +c-(b-b7")-d
(&) (ad)- (d”'b™") + (cb) - (b7'd ")
= (ad) - (bd)™" + (cb) - (db)™"
(xoy) 1 =yTox!
) & (ad) - (bd)™" + (be) - (bd)™" P2 (ad + be) - (bd)™!
ommut.
Def. ad + bc
- bd
Zu (b) :
a
-d
b2 LekibedeKk\(0)
< b-c
d
Beweis:
a
E Def a‘b_l
? - c-d!
d
Def (ab_l) . (cd_])_1
j— -1 . -1 -1 -1
(xoy)’lz_y’lox’l (ab ) ((d ) ¢ )
_ -1 -1
(x—l)_‘lzx (ab )-(dc )
k(’é') (ad)- (c”'b7")
Aufg. ) -1
= (ad) - (bc)
Def. ad
bc



Zu Aufgabe 19:

Wir versehen R? mit den beiden Verkniipfungen

(x1,y1) + (x2,y2) = (x1+x2,y1 +y2) (Addition)
(x1,y1) - (x2,y2) (X122 — y1y2, Xx1y2 + x2y1) (Multiplikation)

Mit Ubungsaufgabe 16 (a) folgt, daB (R?,+) (mit der oben definierten Addition) eine Gruppe ist
(setze (G,o) = (H, ) = (R, +)) . Da (R, +) abelsch ist, ist natiirlich auch (R2, +) abelsch.

In den Tutorien wurde gezeigt:

(R?, ) ist assoziativ

Def.
[ (x1,y1) - ((xz,yz) : (X3,y3)) = (x1,71) - (X2X3 — Y23, X2y3 + X3)2)

Def.
= (xl (x2x3 — y2y3) — y1(x2y3 + x3y2) , X1(X2y3 + X3y2) + (X2X3 + )’2)’3))’1)

(X1X2X3 — X1Y2)3 — X2Y1Y3 — X3Y1Y2 » X1X2Y3 + X1 X3Y2 + X2X3Y1 + Y1Y2Y3)

((X1,y1) : (X2,y2)) - (x3,y3) (X122 = y1y2, X1y2 + X2)1) * (X3,¥3)

((X1X2 = V1y2)X3 = (X1y2 + X2)1)y3 , (X1 X2 — y1y2)y3 + x3(x1y2 + mm))

= (X1X2X3 — X3y1y2 — X1Y2Y3 — X2Y1Y3 » X1X2Y3 — Y1Y2Y3 + X1X3Y2 + X2X3)1)

und beide Ausdriicke sind gleich (!). ]

(RZ, -) ist kommutativ

Def. R,+,) Def.
[(xu)’l)'(m,yz) = (X1X2=Y1Y2, X1Y2+X2)1) o XoX1=Y2Y1, Xay1+x1y2) = (x2,y2)-(x1, Y1)

(R2,-) hat als neutrales Element e = (1,0)

[(X1,)’1)'(1,0)=(x1 1 =y1-0,x-0+1-y1)=(x1,y1)

Fiir die Korpereigenschaft von (R?, +,-) fehlen also neben der Abgeschlossenheit der Multiplika-
tion in RZ \ {(0,0)} noch die Existenz von inversen Elementen in (RZ \ {(0,0)},-) und das (da
»* ‘kommutativ) Distributivgesetz. Diese letzten beiden Eigenschaften waren zu zeigen. Die Abge-
schlossenheit folgt dann sofort:

Y (x,y), (u,v) € RZ\{(0,0)) : (x,y) - (u,v) # (0,0)

[ dennist (x,3)- () = (0,0) und (x,y) # (0,0) "=5"

von (x,y)7!

0.0) 'E @™ 0.0 = ()™ () @) = (@ @) ) 10wy = @y

= (u,v) = (0,0) qe.d. ]



Ad (a) :

-y
2 +y2 x4y

Y (x1,y1) € Rz\{(O, 0)} : ( 2) ist das bzgl. der Multiplikation inverse Element zu (x, y).

Beweis:

(x,y) #(0,0) = x#0odery#0 = x>+ y> # 0. Damit ist sinnvoll:

X -y -y + X
x- —_— . ’x. .
2+ Y\ 2+y2) ey ?

x? . ¥ —xy xy
2y iR Ry Ryl

2 2
+
= X Y ’0
x2 +y?

(1,0)

) X -y
'x’ * b
Y )C2 + y2 x2 + y2

Da (R?,-) kommutativ ist, ist damit alles gezeigt (oder auch mit Vorlesung (1.2) ).

Ad (b) :

Y (1, y1)s (02, ¥2), (33, 33) € R? 1 (x5 y1) + (32, 32)) * (33, 33) = (x1,31) - (43, ¥3) + (X2, ¥2) - (X3, ¥3)

Beweis:
Def.
(Crr.y0) + (12,72)) - (33, 3) = (atx, 1 +32) - (43, )3)

Def.

= (O +x2) x5 = G +32) 3, (X1 + X2) ¥z + X3 - (1 + 32))
= (X1x3 + x2X3 — Y1y3 — Y2y3, X1Y3 + X2y3 + X3y1 + X3)2)

Def.

% (X1x3 = y1y3, X1y3 + X3y1) + (X2X3 — Y23 , X2)3 + X3)2)

Def.

=" Ly - (3,33) + (x2,32) - (x3,y3)  geed.
Damit sind alle Korpereigenschaften fiir (R?, +, -) nachgewiesen; wir bezeichnen diesen Korper mit

C:= (Rz, +,-) (den Korper der komplexen Zahlen. )




Zu Aufgabe 20:

Fiir die folgenden komplexen Zahlen sind jeweils der Realteil und der Imaginérteil zu bestimmen.
Dafiir wollen wir folgende (in jedem Korper giiltige) Identitédt benutzen:

VY (a,b)eC : (a,b)=a+ib A (a+ib)a—ib) = a* - (ib)* = a+b*eR  (m)
“=—1

Ad (@) :
_ 1 - 2l erwe_i[ern (1 - 21) . (2 - 31)
2430 Aufg1s8 (2430 -(2-30)

Distib. 2 — 3i — 4i + 6/

21

m) 449
. 2-7i-6
Pl 13
. e B
= 13 13 13
so gilt: “ 13 BE
g @) ="13 RN
Ad @) :
. i erweitern i
2= T fe V24 2D
3+ 2 Aufgls V2 + Wal—l)
_ i
= AL 20-)
V2+ 250
~ i
(V2+1)—i

e (02504
Aufe. 18 ((\/§+ 1)—1)((\/§+ 1)+i)

i (V2+ 1)+
—1+(V2+1)-i
2=-1  2+2V2+1D)+1
“1+(V2+1)-i

4+2v2
(—1+(\/§+1)~i)-(4—2\/§)

(4+2V2)- (4 -2V2)
—44+2V2+2i-(V2+1)-(2=V2)
16-8

-[2(x/§—2)+2i.(2\/§+2—2— \/E))]
-[(\5—2)+i\/§]

V2

4

S e

Also gilt: Re(z0) = — A Im(zp) =

2-V2 _ V2-
4 4



Ad@© : zn=Q2-i

Nach der Bemerkung zu (1.18) Vorlesung gilt im Korper C der komplexen Zahlen der binomische
Lehrsatz:
YuveC : (u+v)' = Z (n)ukv"_k (n € Ng)
o\
Weiter gilt fiir die Potenzen voni € C :

2=-1 = *=(=1)2=1;weilaber i* = i2-i=—i liefert wieder die Division mit Rest fiir jedes
keZ : k=4qg+r fir geeignete g, r€Z mit 0 <r<4.

N ] Aufg. . A\ . . . .
Also ist * = {4+ = 144-1’:(14) =i e {3 ={1,i,-1,-i}) =

2

VkeZ : *el{l,i,-1,-i} (%)
Insbesondere gilt damit (i) = {1,—1,i,—i} als Untergruppe in (C\ {0},).

Damit folgt:
2-iy = Z(S)zk(—i)S—k
k=0 k
_ 5 0/_~5 5 1,4 5 2/ 3 5 3.2 5 4, o1 5 5, 0
= (0) 20(-iy’ + (1) 2! (=)t + (2) 2%(—iy’ + (3) 2 (-i)* + (4) 2% (=) + (5) 22(-i)
~—— ~—— ~—— ~—— ~—— ~——
=1 =5 =10 =10 =5 =1

= (=1°P +10(=D** +40(=1)° + 80(—=1)% + 80(—i) + 32
= —i+ 10 +40i — 80 — 80i + 32
= -38—41i

Also gilt: Re(z3) = -38 A Im(zz) = 41

Add): z=1+i+i%+...+i" (neN)

Dies konnen wir direkt berechnen, indem wir die Aussage (%) von oben benutzen:

Fir n=4q+r, (qreZ A 0<r<4) giltgemiB (¥) firalle g€ Z : " =i**" =i", also:
PO gt a2y e = (B) e (#) i () D+ () = 1ei-1-i=0
=1,dai*=1

Je 4 aufeinanderfolgende Terme i* + j4%4*! 4 j49+2 4 j%*3 = () liefern also keinen Beitrag zur Summe,
weshalb folgt:

5

l+i+i2+... +1" A+i+P2+2)+@E+P+%+iD+

-0 -0
S (A At A Al A A A O (RSP oL A6

=0 - zr: j4q+k
k=0

1
M-
-
N

I
- T
+ o

i (mit0<r<4)



Je nachdem, welchen Rest 7 bei Division mit 4 besitzt, hat also z4 verschiedene Werte:

i = = 1 falls r=0
]! = = 1+i falls r=1
“EY 0442 = l+i-1 = falls r=2
P+i'+2+8 = 1+i-1-i = 0 falls r=3

Dies kann man aber auch mit Hilfe der geometrischen Summenformel beweisen.
Zunichst gilt in jedem Ring (R, +, -) mit Einselement 1 :

V(,]ERI(1+q+q2+”‘+qn)_(1_q):l_qn+l (‘)

| Beweis:
(1+q+q2+---+qn)‘(1—q) Distrib. (1+q+q2+”.+qn).1+(1+q+q2+...+qn).(—4)
Distrib.
=Y AHga @) (g F g (=)
Vorl. 2 n 2 ntl
ol l+g+qg +...+ +(-g-q —...—
1.15(h)(qq Tir(za-a o)
R.+)
asoc L+@+@+. g+ (—q—¢—...—¢") —¢""
assoz.
et ) (g ) - !
1.15 (b)
addi:tives 1_qn+1 q'e.d. ]
Inverses
Damit folgt im Korper (C,+,-) mit g =i :
l_l'n+1
l+i+2+.. . +i"= — (n € N)
-1

Dies ist dasselbe Ergebnis wie oben, denn wenn wir wieder n = 4g +r, (q,r € Z; 0 < r < 4) via
Division mit Rest darstellen, so folgt (dabei ist r der Rest bei Division durch 4):

l-n+l — i4q+r+1 — i4q . ir+1 — l-r+l N
1_-n+1 1_1
Falls r=0: =il = — — L "' 4
1-1 1-1
Fall Lo 1:>1—i”+1 1-i? 2 2(1 + i) 2(1 + i) -
sr=1:1 =" == = = = = — i
1—i 1—i  1-i (A=i1+1i) 2
- 1-3 1+ 1 +i)? 2i
Falls re2 : il oo — 120 128 I¥i d+D” 20,

1—i 1—i 1-i A=D1+ 2

Falls r=3 : "l =i*=1 = = - =0

Damit:

"=

1+i falls r=1
i falls r=
0 falls r=3

l+i+i®+...+



