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Losungsvorschlige zu Lineare Algebra fiir Informatiker und Statistiker Blatt 15

Zu Aufgabe 1:

Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion:

4n+2
1 -1 L (0 -1
LN 0Y) wem

Losung:

4.0+2 2
. o =Y Y o =2\ o (0 -1
Induktionsanfang n =0 : (1 ) —(1 1) —(2 0)—2 (-4 (1 0)

Induktionsschritt n > n+1 :
1 —1 4n+2 0 —1
Induktionsvoraussetzung:  Fiir ein n € Ny gelte: ( | ) =2-(-4)- ( | )

Induktionsbeweis:

1 -1 4(n+1)+2 ~ 1 -1 4n+6_ 1 -1 (4n+2)+4_ 1 -1 4n+2 1 -1 4
11 S| 1 1 11

2 2
v o (0 =1\ ({1 =1V) Indukions- {0 -1 0 -1
- 2(_4)'(1 0)'(1 1)] anfang 2'(_4)'(1 0)'(2'(1 0))
-1 -1 “1\ (1
e 0 D) (D ) escarcn (3 0)
- 2-(—4)-(—4)"-((1) ‘(1))

_ ‘_n+1_0_1
e )



Zu Aufgabe 2:

Zeigen Sie, daB { A € R™" | det(A) > 0 } eine Gruppe beziiglich der Matrixmultiplikation bildet.

Losung:

Sei G :={AeR™ | det(A) >0} .
Nachweis der Gruppenaxiome:

(a) Abgeschlossenheit:
Esseien A,Be G = det(A) >0 A det(B) > 0 . Dann folgt:

Multiplikations-

det(AB) det(A) -det(B) >0 = A-BeG

Definition
(b) Assoziativgesetz:  Dieses ist automatisch erfiillt, da es in (R™", ) giiltig ist.
(c) Fiir die Einheitsmatrix E,, gilt:

det(E,)=1>0 = E,eGund VAEG : A-E,=E,-A=A.
cI.

(d) Fiirjedes A € G gilt det(A) >0 — det(A) #0 V:l> A invertierbar und
orl.
-1\ _ -1 _ _1
det (A7) = det(4)™! = g5 >0 = A€G.

Damit sind alle Gruppenaxiome fiir (G, -) erfiillt.



Zu Aufgabe 3:

Fiir welche 7 € R hat das reelle lineare Gleichungssystem

X1+ 2x - 3x3 = 4
3xq; - x + S5x3 = 2
dx; + x + (P-14)-x3

Il
~
+
[\

keine, eine oder unendliche viele Losungen?

Losung:

Darstellung in Matrixschreibweise:

1 2 -3 X1 4
3 -1 5 | xl=| 2
4 1 A-14) \xs r+2

=A =:b

Wir fithren die erweiterte Matrix (A |b) in Zeilenstufenform iiber:

o2 34y (2 34 (2 3|4
Alb=3 -1 5 |2 |—5|0 -7 14 |-10 |—=|0 -7 14 |-10
0

4 1 2—14|p42) M -7 2-2|r-14 0 0 ~2-16lt—-4

|12 -3 |4
Falls 2 # 16 & ¢ {-4,4} ist die Zeilenstufenform [T -7 14 —10],
0 0] A2-16/r—-4

die Matrix A ist invertierbar und damit gibt es genau eine Losung, namlich x = 0.

FINER
0

-7 14/,
0 0 0

Falls 2 —16 =0 < t e {-4,4} istdie Zeilenstufenform von A gleich

und es gibt wieder zwei Fille:
1 2 -3| 4
falls ¢t = 4 ist die Zeilenstufenform von (A, b) gleich 0| -7 14/-10

0 0 00

Da rang ((A, b)) = 2 = rang (A) ist das Gleichungssystem losbar; die Dimension des Losungsraums
ist n —rang (A) =3 -2 =1 = es gibt unendlich viele Losungen.

1 2 -3 4
falls t = —4 ist die Zeilenstufenform von (A, b) gleich [ 0 -7 14 —10] ,
0 0 0 -8

und damit ist das Gleichungssystem nicht 16sbar, da rang ((A, b)) = 3 # 2 = rang (A) .



Zu Aufgabe 4:

7 -2 -3
Untersuchen Sie,ob A=|-5 1 2 [invertierbar ist und berechnen Sie gegebenenfalls die inver-
-3 1 1
se Matrix.
Losung:

Wir versuchen, die Matrix (A|E3) durch elementare Zeilenumformungen in die Gestalt (E3|B) zu
transformieren; gelingt uns das nicht, weil rang (A) < 3, so ist A nicht invertierbar; andernfalls ist B
die inverse Matrix von A.

72 300 7-11+5-1
- -3 -1|5 70 0 -3 -1|5 7 0

I =23 0 7 0 0 -7|/14 7 21

-5 1 210 1 0

-3 1 10 0 1

—2—3100] [7—2—3100]
3J11+11

—_—

T-111+3:1

n 2 0|-5 -3 =9} _,, (7 0 0]-7 -7 -7
AN 003 6 -3|———1]0 1 0/-1 =2 1
13 Hhoeo 0 1]-2 -1 =3) ™M= 10 0 1|2 -1 -3
i

—

SO = OO NN OO
|
W

0 0-1 -1 -1
1 0-1 -2 1
0 1}-2 -1 -3
-1 -1 -1
Gemil obiger Bemerkung ist also A invertierbar und esist A™! = -1 -2 1].
-2 -1 -3

Probe:

7 -2 =3 -1 -1 -1 1 00
A=]-5 1 2| -1 =2 1|{=({0 1 0].
-3 1 1 -2 -1 -3 0 0 1



Zu Aufgabe 5:

5 2 4
Zeigen Sie, daB} die Vektoren v| = sl v2=] | =] 5 |aus R” linear unabhingig sind und
1 0 6

ergénzen Sie sie durch Hinzunahme geeigneter Vektoren aus der kanonischen Basis ey, e;,e3,e4 zu

einer Basis von R* .

Losung:

Da hochstens drei linear unabhéngige Vektoren vorliegen, muf3 mit mindestens einem Vektor erginzt
werden. Da wir nicht wissen, welcher dies ist, erginzen wir (viv,v3) zu (v1v2v3]E4) und bringen diese

Matrix auf Zeilenstufenform:

5 2 41 0 0 0 0 2 -26/1 0 0 -5
-7 -3 -9/0 1 0 Of mi=2av |0 =3 3310 1 O 7
(vivavs|Ea) - 2 1 5001 0|mv |0 1 =70 01 =2
1 0 6/00 o0 1)V {1 0o 6000 1
1 0 6l0 0 0 1 10 6/l0 0 0 1
vertauschen 0 2 =-26({1 0 O -5 11-2-1V 00 —-12/1 0 -2 -1
0 -3 33/10 1 0 7| m+3av |0 O 1210 1 3 1
0 1 =70 01 =2 01 =710 0 1 =2
[1 0 6|0 00 1
1I+111 o1 -7,0 0 1 =2
IVe—1len 0O 0 1210 1 3 1
0 0 0|1 11 o0

Die Matrix (vivov3) hat also Rang 3, besitzt damit 3 linear unabhédngige Spalten vi,vy,vz =
V1, V2, v3 sind linear unabhéngig.

An der obigen Zeilenstufenform fiir (viv,v3|E4) erkennt man, dal durch Hinzunahme des kanoni-
schen Einheitsvektors e; oder e oder e3 als vierter Spalte in der Zeilenstufenform von (viv,vsle;) eine
vierte Stufe entsteht, d.h. (viv,v3le;) hat Rang 4 = vy, v, v3, ¢; sind linear unabhéngig, bilden also

eine Basis von R* .
Hingegen bleibt bei Hinzunahme von e4 der Rang der Matrix (vivovsles) gleich 3,d.h. vy, v, v3,e4 sind

linear abhingig, damit keine Basis von R*.



Zu Aufgabe 6:

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A = eR*

- o = O
—_— O =
—_— O = O
O = =

(a) mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz

(b) durch elementare Zeilenumformungen.

Ad (a):
Wir suchen eine Zeile mit moglichst vielen Nullen, z. B. die erste Zeile, und entwickeln nach ihr:
1 1 1 1 0 1
det(A) =(-D"*?-1-det [0 0 1| +=D"**-1-det|0 1 0] =
1 10 1 1 1
N e’ S———
entwickeln nach entwickeln nach
2.Zeile 2.Zeile

. 11 . 11
:—((—1)23-1-det(1 1))—((—1)22-1-det(1 1))

=(1-1)-(1-1)=0.

Ad (b):
010 1 010 1
101 1 1010

dt\o 1 0 1| umn %o 0 o of = 9B
1110 1110

o

Die Matrix B hat eine Nullzeile, und da die die Determinante eine alternierende Multilinearform ist,

folgt det(B) =0 .



Zu Aufgabe 7:
2 -1 -1
Sei A=[-1 2 -1]|eR¥™.
-1 -1 2
(a) Zeigen Sie: ya(1) = -A(3 - D% (1eR).
(b) Bestimmen Sie den Eigenraum zum Eigenwert 3.

(c) Ist A diagonalisierbar?

Ad (a):

-1 -1 2-2

. 2.1 -2 -1
PR det] -1 1-a4 -1

2-14 -1 - 2-1 -1 -1
xa(d) = det(A—A-E3)=det] -1 2-2 -1 = det| -1 -1 -1
3

3. S;alte 0 0 3.
entwickeln nach 133 L m . 2-4 -2
3. Zeile DT G- det( -1 1—/1)

= G- (2-D(1-)-2)
= G- (2-21-21+2)-2) =B - (1> -3
= —A(3 = 1)?

Ad (b):

Es ist das lineare Gleichungssystem (A — 3E3) - x = 0 zu losen:

1 -1 -1 111
A-3E;=|-1 -1 -1 % 0 0 0| (Zeilenstufenform)
1 -1 =) Looo

= rang(A-3E3) =1 = dim(Big,(3))=3-1=2 (%)

Wir wihlen x, = uund x3 = v als freie Parameter und 16sen die erste Gleichung nach x; auf:

X1 —u—v —u -V -1 -1
xXi+tu+v=0 = x; =—u-v = [ng:[ J7i J:[ ,uJ+[ 0]=y[ 1]+v'[ 0] (u,v € R)
X3 % 0 % 0 1
-1 -1
1]+R- O]
0 1

Entweder: A ist symmetrische Matrix, also diagonalisierbar.

Oder: Das charakteristische Polynom y (1) zerfillt in Linearfaktoren (wegen (a)).

Die algebraische Vielfachheit der Nullstelle 4 = 0 ist 1 (siehe (a)) und immer groBergleich der geome-
trischen Vielfachheit dim (Eig,(0)) > 1 (da Eigenrdume immer # {0}) = dim(Eig,(0)) =1 =
beide Vielfachheiten sind gleich.

Die algebraische Vielfachheit der Nullstelle 3 ist 2 (siche (a)), und nach Teil (b) () ist

dim (Eig,(3)) = 2 = wieder sind beide Vielfachheiten gleich, also ist A diagonalisierbar.

— FEig,(3)=R-

Ad (¢):




Zu Aufgabe 8:

|
Bestimmen Sie alle komplexen Eigenwerte und Eigenvektoren von A = ( ; i) € C>? .

Losung:

Eigenwerte:
xa() = det(A — AE,) :det(1 —4 liﬁ):(l —/1)2—1'2 =(1=-D-D-(A-D+i) =

Ay =1—-i A Ay =1+ sind die Nullstellen von y (1) .

Eigenvektoren:
uAly=1-1i:

Es ist der Losungsraum des linearen Gleichungssystems (A — (1 — i) - E;) - x = 0 zu bestimmen:
1-(1-9) i AN 11
i 1-(=0i)) \i i i1 0 0)°
xp = u ist freier Parameter; die 1. Gleichung liefert: x; + u =0 = x; = —u
X1\ _ M) _ . -1
= (2)-(0)= () weor

l)mnueC\my

Damit sind die Eigenvektoren p - (_1

Zu L =1+i_:

Wir suchen die Losungen zu (A —(1+1i)-E»)-x=0.
1-(14+9) i N ALY 1 -1
i 1-+d) i —i] i 0 O
xp = u ist freier Parameter; die 1. Gleichung liefert: x; —u =0 = x; =pu
X1\ _ (M) _ . 1
= (2)= ()= (i) weer

1
Damit sind die Eigenvektoren u - ( 1) mit u € C\ {0} .



