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Zu Aufgabe 37:

Sei V = Abb(R, R) der Vektorraum der Abbildungen f : R — R mit argumentweiser Definition der
Addition und skalaren Multiplikation, d.h.

Y f,e€e AbbR,R) : f+g: R>R, x> (f+2)) = f(x)+ gx)
V feABBR,R)YAER : A-f : R>R, x5 (A f)(x):= - f(%) (@)

Es seien
Uyp:={feAbb®RR)|VxeR: f(-x)=f(x)] A Uy:={feAbb®R|VxeR: f(-x)=—f(x)]
Teilmengen von V. Dann gilt:

(a) Uj und U, sind Untervektorrdume von V.

Mb) Ui+U,=V AN U nU;={0}

Beweis:

Ad (@):

Es sind die Unterraumkriterien nachzupriifen:
@ U=+0
(i) YabeU :a+belU
@@ii) YaeU VYAeK : daeU

e ZulU;:

— Definiere O : R>R, x> 0eR = VxeR : Ox)=0=0(-x) = Oe U,
— Seien f,ge Uy = VYxeR : f(-x)=f(x) A g(—x) =g(x);
dann folgt:

VxeR : (f+8)(=x) o J(=x)+g(=x) e, J(x) +g(x) o (f +8)) D%F f+gel

— Seien A€ Rund feU;,dh. f(—x) = f(x) firalle xe R ;
dann folgt:

Def.
VxeR : (ﬂ'f)(—x)(f)ﬂ'f(—x)f;]lﬂ'f(x)(f)(ﬂ'f)(x) = A-fely.



e Zul,:

— Mit der Nullabbildung O von oben gilt wieder:
YxeR : O(-x)=0=-0(x) = O€elU,

- [igelUy = VxeR : f(=x) =-f(x) A g(=x)=—-g(x);
dann folgt:

YxeR : (f+2)(—x) o f(=x) + g(-x) fgzuz —f(x) —g(x) =

= (f) +8(0) = ~(f+9) (1) =5 frgels
(®) U,

— Seien A€ Rund feU;,dh. f(—x)=—-f(x)fiiralle xeR;

dann folgt:
VXeER : (A-f)(=x) = 1- f(=x) = A-(=f(x) =—(- f(x))
® feUs
Def.
5 @WhHw = 1-fels
Ad (b):
Ui+U,=V :

Klarist Uy + U, €V ,daja Uy, U, Untervektorrdume von V sind:

\%4
YureUYuyeUsy : uj,up eV - ur+u eV
Vektorraum

Um V C U; + U, zu zeigen, wihlen wir ein beliebiges f € V und definieren:
g := fo(-idr),dh. g(x) = f(—x) firalle xeR = geV.

Ferner sei F := %(f+g)€ Vund G := %(f—g)e V,dh.
VXeR : F()=35(f0)+f(-x) A G =3(f(x)-f(-x).

Esist F e U;
VxeR : F(-x)=3(f+8)(-x) 3 1 (f(=x) + g(-x)) = 3 ([0 + [0
= 1(f(=x0) + f(x) = L (f(0) + f(=x)) fo' L () + g(x)

Def.
= F(x) q.e.d.

Def.

Des weiteren ist G € U,
Def. 1

VxeR : G-x)=1(f-9(-x) 3 1 (f(=x) — g(-x)) = (0= =) = 1 (f(=x) = f(x)
=@ - ) E W@ -0 = -1 (-9 W

Def.
= -G(x) q.e.d.

8

Andererseits gilt.
VxeR : f(x) =35 (f(0)+ f(0) = 3 (f(X) +g(x) + fF(x) = gx) = 3 (f(x) + g(x) + 5 (f (%) - g(x))
%F@+a@

FeU,
= f=F+GelU;+U;
G€U2

Da f € V beliebig war, folgt insgesamt V C U; + U; g.e.d.



UinU,={0} :

Klar ist {0} € Uy N U, , da ja jeder Untervektorraum den Nullvektor enthilt.

Def.
Sei nun umgekehrt fe U NU, = feU; A felU, %

VxeR : f(0)=f(x) A f(—x)=-f(x) = f(x):f(—'x):—f(x),d.h. S =-f(x)
= 2. f(x)=0 = f(x)=0
= f=0 = fe{0} g.e.d.

Zu Aufgabe 38:

Sei V ein Vektorraum iiber R mit der Basis by, b», b3, bs und U := span(ay, ap, az) mit
ai =2'b1 —bz, aj :b2+b3+b4und as =b3—b4 . Dann:

(a) ay,ap,as ist eine Basis von U.
(b) Man ergiinze ay, ay, az zu einer Basis von V.

Ad (a):

Zu zeigen ist:

(i) a1, ay, a3 ist ein Erzeugendensystem von U.
(i1) a1, az, az ist linear unabhéangig.

Zu (1): Da U = span(ay, as, az) ist nach Definition (34) ay,a», a3 ein Erzeugendensystem von U.

!
Zu (ii): Zuzeigen: AL, D, A3€ER A Qa1+ A-ay+A3-a3=0 = A1 =A4,=43=0.
Es gelte also fiir 4,4, 43 € R :
0:/11-a1+/12-a2+/l3-a3 D;f' /11(2171—b2)+/12(b2+b3+b4)+/l3(b3—b4)

1
ordnen

= 241 -b1+ (=41 +A2) by + (A +A3) - b3 + (A2 — A3) by (%)

nach b;

Nun sind die Vektoren by, by, b3, by linear unabhiingig und () ist eine verschwindende Linearkom-
bination der b; — alle Koeffizienten in (x) miissen O sein:

a2 =0
uan -4 + Ao =0
(II1) A + A3 =0
v Ao - A3 =0

I I
(D) = 11=0 = b=1=0= I3=-L=0,als0 1 =b=4=0  qed
(02)) arn

Ad (b):

Wir verwenden das Austauschlemma (Vorlesung (3.10)), um sukzessive geeignete Elemente der Basis
b1, by, b3, by durch die Vektoren aj,ap,as zu ersetzen. Der Basisergidnzungssatz (Vorlesung (3.11))
garantiert uns, daf3 es ein b; € { by, by, b3, by } gibt, so daB} a;, ay, az, b; eine Basis von V ist.

Das Austauschlemma besagt, daB fiir jede Basis cy, ..., ¢, eines Vektorraums W ein beliebiger Vektor

n
weWmitw = Zy j-c¢j (x) das Basiselement ¢ ersetzen kann, wenn nur der Koeflizient 7y in der
J=1
Basisdarstellung () ungleich Null ist:
n
w= >vyi-ci N y#0 = c1,...,Ck1,W,Cks1,-..,Cp ist Basis von W.
j=1



Nun ist nach Definition a; = 2 - by — by , der Koeffizient von b; in der Basisdarstellung von a; bzgl.
der Basis by, by, b3, by ist damit 2 # 0 = b; kann gegen a; ausgetauscht werden: aj, by, b3, by ist
eine Basis von V.

ay) =by+bs+by=0-a;+ by + b3 + by ist eine Basisdarstellung von a; beziiglich der eben konstru-
ierten Basis ay, by, b3, ba von V; nach dem Austauschlemma kann nun also b, gegen a, ausgetauscht
werden: der Koeffizient bei b, in der Basisdarstellung von a, beziiglich der Basis ay, by, b3, by ist
1 # 0; damit ist ay, ay, b3, by Basis von V.

az =b3—by =0-a;+0-ap + b3 — by ist nun eine Basisdarstellung von a3 beziiglich der neuen Basis
ap,as, bz, by und der Koeflizient bei b3 ist 1 # 0 = wieder nach Austauschlemma kann b3 gegen
asz ausgetauscht werden und wir erhalten die Basis a, ay,as,bs von V.

Wir hitten analog auch b4 gegen a3 austauschen kénnen (Koeffizient 1 # 0 bei b4 ) ; dann wire das
Resultat die Basis ay, ap, as, b3 gewesen.

Unser Vorgehen oben liefert also, dal ay, as,asz durch b4 oder b3 zu einer Basis von V erginzt wer-
den kann.

Wie man an der Konstruktion erkennt, ist das Verfahren keineswegs eindeutig. Wir hitten im er-
sten Schritt statt b; gegen a; auszutauschen auch benutzen konnen, dall der Koeffizient von b, in
a; = 2b; — by gleich —1 # 0 ist, um dann b, gegen a; auszutauschen; dann bekommen wir im ersten
Schritt die Basis b;,aq, b3, b4 von V.

Dann im zweiten Schritt: weil a; = 2b; — by = by = 2b; — a; konnen wir schreiben:

a)=by +bs+by =12by—ay) + b3+ by =2b; —ay + b3 + by, und das ist die Basisdarstellung von
ap beziiglich der Basis by, ay, b3, by . Weil nun die Koeffizienten sowohl von b als auch von b3 und
b4 jeweils von Null verschieden sind, konnen wir jeden der Vektoren by, b3, by gegen a, austauschen.
Wihlen wir b; , so erhalten wir als neue Basis a», ay, b3, by ; wihlen wir b3 , so wird by, a;, a», by die
neue Basis; wéhlen wir b4 , so ist die resultierende Basis by, a», b3, a; . Analog haben wir im dritten
Schritt Auswahlmdglichkeiten.

Fiihrt man die Rechnungen aus, so erkennt man, da$} in dieser Aufgabe jeder der Vektoren b1, by, b3, by
als Ergiinzungsvektor in Frage kommt.

Ein anderes, mehr auf ,.trial and errror “beruhendes Verfahren ist es, die Sicherheit, die uns der Ba-
sisergdnzungssatz bietet, ndmlich dal es einen Vektor b; geben muB, so da aj,as, az, b; eine Basis
von V ist, zu nutzen und einfach einen Kandidaten unter den by, by, b3, by zu wihlen und zu priifen,
ob er aj,ap,as zu einer Basis erginzt. Da mit by, by, b3, bs Basis von V dim(V) = 4 ist, reicht es
mit Vorlesung (Folgerung (3.14)) zu zeigen, daB3 ai, a», a3, b; linear unabhzngig sind. Testen wir das
zum Beispiel mit der Ergéinzung durch b; :

Def.
Seien A, u,v, & € R mit Adaj + uay + vaz + by =0 —
a;
A-Q2by —by)+ - (by+ bz +bs)+v- (b3 — by) + &by °rd=‘:z
nach b;
by,by.b3,by
20- b1+ (—A+u+ &by +(u+v)bs+(u—v)by 1?
asis
(H 22 =0
an -2  + u o+ £=0 -
(111 i + y -0 Damit:
av) u - v =0
() = a=0
IV) = p=v = p=—ve—y = =0 = u=0 25 y=0 = £=0
( p=v e HE Y=l H= K= =075 =0

Also A=u=v=¢6=0 = aj,a,as, by linear unabhiéngig, also Basis von V.

Dieses Verfahren ist aber nicht konstruktiv, im Irrtumsfall ist es unter Umstinden dreimal zu wieder-
holen. Das oben angegebene konstruktive Verfahren dagegen fiihrt immer direkt zum Ziel.



Zu Aufgabe 39:

1+i 1-i 2
Fir AeCund A = [ 1 2 3] € C¥3 sind diejenigen Werte von A zu bestimmen, fiir die A
- A+i 1

invertierbar ist.

Transfomiert man A durch elementare Zeilenumformungen in eine obere Dreiecksmatrix R, so kann
man, wie in Aufgabe (35) ausgefiihrt, an der Hauptdiagonalen von R erkennen, ob R und damit auch
A invertierbar ist: tritt in der Hauptdiagonalen der Wert O nicht auf, so ist die Matrix A invertierbar,
andernfalls nicht. Wir bringen also A auf obere Dreiecksgestalt:

111 1 2 3 I1-1+111 1 2 3 I+l 1 2 3
A 1+ 1-0 2] /=510 a-1 o510 a-1 o0
- A+i 1 - A+ 1 0 A+3i 1+3;i

111-11 1 2 3
—]0 a-1 0 |=:B
0 3i+1 3i+1

Falls 1 =1 :
[1 2 3 ]11<—>111 {1 2 3 ]
B=1]0 0 —— |0 3i+1 3i+1|=R
0 3i+1 3i+1 0 0 0

d.h R hat obere Dreiecksgestalt und eine Null in der Hauptdiagonalen, also ist R nicht invertierbar,
und damit auch nicht A.

Falls 1 #1 :
Ly 1 2 3 ] 1 2 3
=" HI-@it+1)-11
B——|0 1 0 — |0 1 0 =R
0 3i+1 3i+1 0 0 3i+1

d.h. R hat obere Dreiecksgestalt und hat keine Null in der Hauptdiagonalen =— R ist invertierbar
und damit auch A.

Fazit:
A invertierbar & A1 # 1



Zu Aufgabe 40:

Sei V ein K-Vektorraum und Uy, U, Untervektorraume von V. Dann gilt:

U, U U, Untervektorraum von V <= U; C U, oder U, C U,

Beweis;

Ad“ < ,,:
Falls U € U, folgt: U, CU; U Uy % UVUy=U; = Uy CU VU, AN Uy CUUU,

U cUy
— U, = U; U U,,und da U, Untervektorraum von V ist, ist es damit auch U; U U, .
Falls U, C U folgt Uy C Uy UU, C U UU = U % Uy = U, U Uy, und da
T oben
Upycly
U Untervektorraum von V ist, gilt dies auch fiir Uy U U, .

Ad“ = ,,:

Nach Voraussetzung ist U; U U, ein Untervektorraum von V.

Angenommen, es gilt = (U; € Uy) und = (U, C Uy) . Dannist Uy \ Uy # O und U, \ U; # 0, es
gibtalso u; e Uy \ Uy und up € Uy \ U] .

Wegen u; € Uy C UjUU; und uy € Uy € Uy U U, sind damit up, up Elemente des Untervektorraums
U, U U, , und damit nach Definition von ,, Untervektorraum “auch u; + up € U; U U, . Damit liegt
aber u) + uy in einer der beiden Mengen, die vereinigt werden, d.h. u; + u, € U; oder u; +up € U, .

Falls u;+u; € U; folgt,da u; € U; und U; Untervektorraum ist, dal auch uy = (uy+up)—u; € Uy ,
und das ist ein Widerspruch: up e Up \ Uy = upy ¢ U; .

Falls u;+u; € U, folgt,da up € U, und U, Untervektorraum ist, dafl auch u; = (uy+up)—up € U, ,
und das ist erneut ein Widerspruch: u; e Uy \ U, = u; ¢ Uy .

Also war die Annahme falsch und es gilt U; € U, oder U, C U, g.e.d.



