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Losungsvorschlige zu Lineare Algebra fiir Informatiker und Statistiker Blatt 4

Zu Aufgabe 13:

Fiir eine Gruppe (G,o) und @ # U C G ist zu zeigen:

(Va,beU : aOb_leU) — U Untergruppe von G

(%)
Beweis:

-1
Wir werden die im Tutorium bewiesene Aussage: ¥V x € G : (x‘l) =x (&)
verwenden. Nach Vorlesung (1.9) gilt:

G VYabeU : aobelU

®¢UCGUntergruppeV0nG<=>{@ Vacl s leu

Wir miissen also (1) und (i) aus der Voraussetzung (%) herleiten.

e Wir zeigen zunichst, daf} das neutrale Element e € G in U liegt:

U#20) = JueclU = mita:=uecU und b:=uec U folgtaus (%) : e=uou' €U

e Damitfolgt VaeU : ecUAraclU = a' £ eoaleU,
(%) neutral

d.h. i) ist gezeigt.
-1
e Damitfolgt Va,be U : beU = b 'eU,also a,b™! €U ﬁ) ao(b—l) el =
S.0 *

aOb(:)aO(b_l)_1 eU,

dh.esgilt(3).

Zu Aufgabe 14: Sei (G, o) eine Gruppeund a € G.

Wir verwenden wieder die im Tutorium bewiesenen Aussagen

(%) VxeG : (x‘l)_l = x

(#%) Ya,beG : (aob)™ = blog™!
ad (a) : YneN : (a‘l)n = (a")!
Beweis:

Es wird behauptet, dal das (eindeutig bestimmte ! ) Inverse zu a" gleich (a‘1 )n ist. Nach der Bemer-

kung in (1.2)/Vorl. reicht es dafiir zu zeigen, daf3 (a‘l)n rechtsinvers zu a” ist, d.h. daB gilt:
VneN : a"O(a_l)nze.

1



Beweis durch Induktion nach n

. 1
Induktionsanfang: n =1 a' (a‘l) = aoa'=e.
Def. "
Induktionsschritt n+— n+1 : Esgeltefiirein ne N : a"o (a‘l) =e Iv)
Induktionsbeweis:

_1\+1  Def. der _ _ _
a"+10(a 1) = (aoaO...oa)O(a]oaIO...oa1)
~—— ———

Potenz
n+1 mal n+1 mal
= [(aO...oa)oa]O[a_lO(a_lo”.oa_l)]
assoz. ~———
n-mal n mal
_ _1\
= [a"oa]o[alo(a 1)]
Def.
_ _ n
= a"o((aoal)o(a 1))
assoZ.
1\
- wolesla )
_ n
- ole)
= e
v
ad (b) : YVmneZ : a™=a"oad"

Beweis:

1. Moglichkeit: Wir testen alle Kombinationen fiir m und n in Z unter Benutzung der Definitionen
der Vorlesung:

0._ .oon_ -n _ ( ~1\" _ -1 -1
a =e A YVneN : a"=ao...ca AN a"=la =a o...oa
S—— —
n mal n mal
eFalll mn>0: ad"" = ago...oa=(ao...ca)o(ao...oca) = a"oad"
assoz. ~———— ——— ~——~——" Def.
m+n mal m mal n mal

e Fall2 m>0An=0: a0 =a"=a"oe = a™oa
Def.

e Fall3 m>0An<0 :
31: m>nl : m—|n|>0 =

amtn — am—|n| — am—W oe

e L (a'"' o (al”l)_l)
= (@M od)o (a'”')_]

1.Fall _ -1
= g+l g (alnl)

Teil _1\Il
= a” o (a 1)

n=—n|

32: m=n = m+n=0,dh. n=-m
_1 Teil m Def.
am+n:a0:e:amo(am)l o amo(a—l) i~
(a) meN



33: m<|n,dh. m+n<0

_ (lnl— Def. _1\lnl-m
amt — gl = g~ (nl=m) < (a l)
|n|-m>0
Teil (a) o\l
0 (o)
|n|>m
Fall 3.1 _m\~1
L (alnl oa m)
n>m=|—ml|

= @y o)

(+%)

Teil:(a) ((am)_l)_l o (a|”l|)_1

m>0

Def.
= a’od"
(%)

e Fall4 m=0AneZ : a""=d"=coa"=a’oa"

e Fall5 m<0AnR>0 : g"" =g Im+n

51 |ml>n
gt — g — = (ml=n)
Def. _1\lml-n
=, (@)
|m|—-n>0
Fall 3.1 _1\Iml _1\ "
= (@) ()
|m|>|-n|=n
Def. _ -y
= almo ((a 1) )
n>0
(%)
= a’od"
—|m|=m
52 |ml=n < -m=n
_ Teil n
a" =0 = e = (@) 1 od" 1:a) (a—l) od" = aod =d"oq"
n>0 Def.
53 ml<n
—1\"Iml+n
amtn — a—|m|+n — ((a—]) )
(%)

_ (a_l)—(n—lml) _ (a_l)lml—n
S @) el

Def. _ Y
= aMo ((a 1) )
n>0

= a’od"
(%)
e Fall 6 m<0AR=0 : """ =g" =a’”oeD=f amoa
cl.
e Fall 7 m<0ARn<O :
am = goimisiel = = (ml+inD

_1\|ml+In|
( )
Def.

_1\Iml _1\nl
= () o(a)
Fall 1

=  gmlg gl

— am o al’l



2.Moglichkeit: Wir suchen einen kiirzeren Losungsweg, bei dem wir nicht alle Fille testen miissen.
Dazu beweisen wir zunéchst:

(®sa) VieZ : a'l= (a_l)l = (al)_l

(Beweis:
Fiir [ > 0 ist dies die Behauptung aus Teil (a).
0
Fir /=0 :a%=a"=¢= (a_l) =e=¢"' =@
Fir [ <0 : ] 1
= =1y~ = N~
al=dl = ((am)—‘)‘l 120 ((a—l)'ll)‘l (@) =()
= = = |l -1
(%) Teil (a) = (a_l) = (Cl_l)
Teil (a)

g.e.d.

@ YmeNy : d"!'=d"oa

denn:
Firm=0: a®*'=d'=a=¢oca=doa
Firm>1 : ™! = go...ca=(ao...0a)oa = ad"oa g.e.d.
Def. ——~—— ~———~  Def.
(m+1)mal m mal

@ YmeN : g™l =gmog

denn:

I s T e
= ((a—])m_l ° a—l) oa m_®_1>0 (a_])(m—1)+1 o
= (a_l)m oa (4:*) a™oua

VneNy : d""=a"oad"

@ YmezZ :

Induktion nach n € N, :

Induktionsanfang: n =0 : @"¥ =a" =a"oe=a"oa’
Induktionsschritt: n+— n+ 1 : Essei fiirein n € Ny wahr: ™" =ad"oad" (V).
Dann folgt:
am+(n+l) — a(m+n)+1®_ ad"Moq = (am o an) oca = d"o (an oa) =d"o an+1
(IVv) assoz.
@ YVmeZV¥n<0: a"™=ag"od"
Denn
g = gminl (a_])—m+ln| _ (a_1)—m o (a_1)|n| = a Mmoo gl = gmo gt q.e.d.
(Add) ©) (Sda)



ad (¢): (a)= {ak |k € Z} ist eine Untergruppe von G,
(die sogenannte ,,von a erzeugte zyklische Untergruppe von G ).

Wir miissen das in Aufgabe (13) bewiesene Untergruppenkriterien iiberpriifen:
Vx,yeU : xoy ' e U = U ist Untergruppe

Seienalso x,y€ (@) = 3AkleZ : x=d"* Ay=d.

Da nach Teil (b) gilt: a” o a™ = ™™ = 4° = ¢ folgt aus der Eindeutigkeit des Inversen in der
Gruppe G, daB fiir jedes m € Z : (@)™ = a™, also:

—1 :
xoy l=dko (al) =dfoqg™! %1 a'e(a), da k—1€Z = (a) ist Untergruppe.

Zu Aufgabe 15:

Es ist die Verkniipfungstafel fiir die Gruppe (Z7\{0},-) zu erstellen, und es sind alle deren zyklischen
Untergruppen zu bestimmen.

Die Verkniipfungstafel ergibt sich zu:

—_
[\
(98]
N
(9,1}
[@)]

[\®]]
(O8]
i
(@)

Wi

DI | =1
[\ TR
N
N

| =1 N

W
(O8]]
[\ o]}

\S]]
O\ =1 | I
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I}

EAN}

o= O
(@)}
N
—I| DI

(@)1}
W
NI QI =1 | O\

(@)Y}
(@)Y}
(O8]
\S]]

Dabei ist die Verkniipfungsreihenfolge folgendermaf3en definiert:

|| b
1.
al—

‘aOb

Zyklische Untergruppen:

Wir benutzen:

(m) VkeZAqeZ : k=g-6+r mit 0<r <6 (nach Vorlesung Satz (0.11)

(mm) VmneZ : (@' =d™ (nach Tutorium)

(mmm) G (abelsche) Gruppeund n = |G| = VY xe€ G : x" =e (Satz von Fermat, Vorl. Satz
1.7)

Zunéchst gilt mit (m) in jeder (abelschen) Gruppe G mit |G| =n :

VYkeZ : k=gq-n+r fiir geeignete g, r€e Z mit 0 <r<n

Aufg.
— VaeG : d=am "= agnoq = @)loa = eload"=eod =da
14(b) (mm) (mmm)

Also folgt: (@y={d"|keZ)={d" |lreNoAO<r<n} (%)



Damit (da |Z7\ {0} = 6) :
o (h={1"lkez)={1)

[ )
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Ergénzung: Beweis zu (mm) :
Sei m € Z fest, aber beliebig. Dann gilt: VY nrneNy : (a™)' =a™ (%)
Beweis durch Induktion nach n :

Induktionsanfang n =0 : @’ =e=a=agm0
Induktionsschritt n — n+ 1 : Es gelte firein n e Ny : (a™)" =a™ (V)
m)n+l Au:fg. (am)n od™ = g™ o g" Au:fg. qmnnrm — am~(n+1) qed

Induktionsbeweis: (a
14(b) V) 14(b)

Bleibt noch zu zeigen: Fiir beliebiges m€Z : n<0 = (@™)" =a™.

Sei also m € Z beliebig und n < 0. Dann gilt:
In| -1 -1
(@' = (am)—lnl = [(am)—l] — [(am)lnl] — [am.|n|]

Def. 14(a)
Aufg. -1
efalls m>0 : mn<0 = (a"”"') = (a‘l)mlnl = gl = gmn
14(a) Def. n=—|n|
-1
efalls m=0: mn=0 = (am'|"|) =a%=e =g
-1 —1 Aufe.
e falls m<0 : mn>0 = (a””'”') = (a"m”’”) =
14(a)
-1
_ ((a|m||n|) 1) _
(%)
= glmiin]
= qClmb-(=InD)
— am-n



Zu Aufgabe 16:

Ad (a) : Esseien (G, o) und (H,*) Gruppen. Dann ist auch G X H mit der Verkniipfung
¢ (GXH)X(GXH)—> GXH, (g1,h) < (g2,h2) := (g1 © 82, 11 * h2)

eine Gruppe.

Bewels:

Weil fiir alle g1,¢2 € G und hj,hy, € H mit der Abgeschlossenheit der Gruppenoperationen in
G bzw. H auch g; o go € G sowie hy *hy € H, gilt (g1,82) ¢ (h1,hy) =(g1082,h *h) e GXH .

Zu den Gruppenaxiomen:

e assoziativ: Es seien g1, 2,3 € G und hy, hy, h3 € H . Dann:

ef.

(g1, h1) © ((g2,h2) © (g3, h3)) Df' (g1,h1) © (g2 083, h * h3)

Def.
% (g1 0 (g2 0 g3), hy * (hy * h3))

Assoz. von

= ((g1082) 0 g3, (h * hy) * h3)
Def.

% (81082, h1 * hy) o (g3, h3)
Def.

= ((g1, 1) © (82, h2)) © (83, h3)

e Existenz des neutralen Elements:
Es sei e neutral in G und f neutrales Element in H . Dann gilt:
VgeGVheH : (gho(e.f) = goehr)) = (g.h)
<o cl.

Damit ist (e, f) rechtsneutral in G X H , nach Vorlesung (1.2) damit auch neutrales Element in
(GxH,o).

o Existenz inverser Elemente:
Es seien g € G und h € H . Dann folgt mit g~! das inverse Element zu g in G und A~! das
inverse Element zu A in H :
1 71y Def. - - f
@mo@ i E gog L hen™) ¥ (e f)

neutral

Damit ist (g~', A~!) rechtsinvers zu (g, /) in G x H , und damit auch inverses Element von
(g h) .

Ad (b) : Die Gruppe (Z,, +) X (Z3, +) ist isomorph zu (Zg, +) .
Beweis:

Weil in der zyklischen Gruppe (Zg, +) das Element 1 erzeugendes Element ist, d.h.

(Iy=1{k-1|kez)} = k-1lkeZ)=1{klkeZ}>{1,2,3,4,5,6) = (1) =17

cI.
suchen wir auch in der Gruppe (Z, +) X (Z3, +) = {(0,0), (0, 1), (0, 2), (1,0), (1, 1), (1,2) } nach einem
erzeugenden Element; dabei beriicksichtigen wir, dal (Z;, +) X (Z3, +) 6 Elemente hat und benutzen
(%) aus Aufgabe 15 :

(@LIy={o-A.D, 11D, 2-0.1D, 311,400,511}
={(0.0), (I.1), (0.2), (1,0), (0. 1), (1.2)} = Ze



Mit der Vorschrift aus Teil (a) ist (Z;, +) X (Z3, +) eine Gruppe.

Es bietet sich damit an, den Isomorphismus ¢ : Zg — Z, X Z3 liber die Zuordnung
e(l)y=(1,1) bzw. @(r-)=r-(I,)=r-p(1) mit 0<r<6 (reNp)

zu definieren.

Weil Zg ={r-T|reNoAO<r <6 (siche (#)und Zy xZ3 = {r- (LI)|re NgAO < r<6]ist
damit jedem Element von Z¢ ein Element aus Z; X Z3 zugeordnet und umgekehrt auch jedes Element
von Zj X Z3 Bild genau eines Elements aus Zg .

Folglich ist ¢ bijektiv.

Es bleibt die Homomorphismuseigenschaft nachzuweisen:

Jedes Element x von Zg hat die Gestalt x = r- 1 fiirein r € {0,...,5} . Damit:
x,y€Z¢ = Ar,s€{0,...,5} : x=r-1 /\y=s-I =

ox+yY)=@r-1+1-1) 3 o((r+s)-1) (ad (e) : wegen Aufg.14 (b) mit Verkniipfung o = +)

Mit r+s=6-g+1, 0<[<6,folgtin (Ze, +) :

= = Aufg. - - - -
+5):-1=(@+D-1 = ¢qg- 6-1l s+l-1=1-1=1=
(r+) (q ) 14(b) 4 \«( — s Def.
(nath
Fermat)

px+y) = ¢ =2 1-(1D).

Andererseits gilt:

= =, Def. - = - =
e +¢0) = @r-Drgs D = r (L D+s (LD
= (r+s)-(1,D (weg, Aufg. 14(b) mit Verkniipfung o = +inZ X Z3 )
= (¢6+D-(1,1)
=T [6-(.D] +/-(1.1)  ( mit (mm) aus Aufg. 15)
14(b)
(nach:bpermat)
= [-(1,D

Also ist (x +y) = ¢(x) + ¢(y) wie gewlinscht.



