MATHEMATISCHES INSTITUT Wintersemester

DER UNIVERSITAT MUNCHEN
D.JakubaBBa-Amundsen, H. Jaskolla, W. Spann

Losungsvorschlige zu Lineare Algebra fiir Informatiker und Statistiker

Zu Aufgabe 49:

(a) Sei K ein Korper, A € K™ eine Dreiecksmatrix. Dann gilt:

det(A) =aj-ax ... am
(b)
nn ... n n
n 2 n n n
nn 3 ... n n |
det|. .~ 7 =1
n n n n—1 n
n n n n n
Ad (a):

Zunichst gilt fiir eine untere Dreiecksmatrix A, daf3 AT eine ober Dreiecksmatrix ist; hat
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Blatt 13

man also die

Aussage fiir obere Dreiecksmatrizen bewiesen, so folgt fiir untere Dreiecksmatrizen A mit Vorlesung

Lemma (5.6) (a), d.h. det(A) = det(AT)

aln 0 0 ayr a1 ... anl
a)y dzypy ... 0 T 0 ay ... ann
A= . . . — Al = . . =
. . .. 0 0 : T
a1 G ... Qg 0 0 ... au
obere T
= det(A) =det(A") =aj;-ax ... auy

Dreiecksmatrix

Wir brauchen die Aussage also nur fiir obere Dreiecksmatrizen zu zeigen.

Wir beweisen dies nun mit vollstdndiger Induktion nach n:

ayn aip ... din
0 ayy ... [ . L X .
Ist A= . obere Dreiecksmatrix in K™ | so ist det(A) = aqq - a» -
. Ap—1n
0 0 ... au

also gleich dem Produkt der Hauptdiagonalelemente von A.

Induktionsanfang: n = 1
A =(a;1)) = det(A) =ay;.

RO



Induktionsschritt: n — n + 1
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte:

ayn app ... ain
0 ayy ... Aoy . .
A= . obere Dreiecksmatrix = det(A) =aj-axp ...  amy
0 : - Qp—1n
0 0 ... am
Induktionsbeweis:
apip a2 ... Qg+l
, 0 axn ... ayu )
Sei A = . e KtDx+D Wir verwenden den Laplace’schen
0 : Apn+1
0 0 ... Gusinn

Entwicklungssatz und entwickeln det(A) nach der letzten Zeile; dabei ist A%/ diejenige Matrix, die
aus A entsteht, indem man in A die i-te Zeile und die j-te Spalte streicht: A%/ e K=Dx(=1)

n+1
det(A) = Z(_l)(rm)ﬂ any1j det (A(n+1,j>) = (=1t D+ntD) s 1ns1 det (A(n+1,n+1)) _
= ~——
=0 fiir
1<j<n
aip di2 ... dip Ain+l
0 ax ... a, ajun
0 0 : :
= Qpy1ps1 - det
Apn Apn+l
fa) fa) fa) _
U Tl
aynl adip ... dip
0 ay ... dyp
" : v
= an+1,n+1'det 0 0 : . = an+1,n+1'(all “ag ...t Guy) = apran-.. - Ann*Ap+1,n+1
0 0 ... auy
obere Dreiecksmatrix
g.e.d.
Ad (b):

Dem Hinweis zufolge ziehen wir von der ersten Zeile von A die letzte Zeile ab; wie in Hilfssatz
(5.3)/Vorlesung ausgefiihrt dndert sich dabei der Wert von det(A) nicht:

1 nn ... n n 1-n 0 O ... 0 0

n 2 n ... n n n 2 n ... n n

n n 3 ... n N | | Zeile - nte Zeile n n 3 ... n n
det = det

nnn ... n—1 n n nn ... n—1n

nnn ... n n n nn ... n n

Nun konnten wir nach der ersten Zeile gemédll Laplace entwickeln, da in dieser nur noch ein von 0
verschiedener Term auftritt. Wenn wir dieses Verfahren aber auch auf die zweite Zeile anwenden, d.h.
auch von der zweiten Zeile die letzte Zeile abziehen, vereinfacht sich die Gestalt der Matrix erneut:



n 2 n n n 0 2-n O 0 0
n n 3 n n . . n n 3 n n
2 Zeile-n-te Zeil
det(A) = det CHeLle 28 Jet
n n n ... n—1 n n n n ... n—1 n
n nn ... n n n n n ... n n

Wendet man das Verfahren nun sukzessive auf alle Zeilen 1 < i < n— 1 an, d.h. zieht man von der
i-ten Zeile (1 <i < n— 1) jeweils die n-te Zeile ab, so erhélt man:

l-n 0 O ... 0 O 1-n O o ... 0 O
0 2-n0 ... 0 O - 0 2-n 0 ... 0 O
n no3 ... on on| gz 0 0 3-n 0 0
det(A) = det (L Zele ot
: : : . : : fiir : : : P
n n n ... n—1 n fisn-l 0 0 0 ... =10
n n n ... n n n n no ... n n

Man sieht, da nun auch in der letzten Spalte nur noch ein Eintrag ungleich Null steht; entwickeln wir
die Determinante von A nach Laplace nach der letzten Spalte, so erhalten wir:

l1-n O 0 ... 0 0

0 2—-n 0 ... 0 0

0 0 3-n ... 0 O

det(A) = det ] nach

: n-terSpalte

0 0 0 -1 0

n n n n o n

=:B= (bij)lﬁi,jﬁn
n . .
= D (=D by - det(BE)
i=1 =0 fiir
1<i<n-1
1-n O 0 0
0 2-n 0 ... 0
b =n 0 0 3—-n ... 0
=T (=D nedet| . . . (o)
0 0 0 -1
7 7 7 T
(f)n-[(l—n)-(2—n)-(3—n)-...-(—1)]
n — 1 Faktoren

=n-(-D)n-1)-(-D)n-2)-(-DH(n=3)-...-(-1)-1
=n- 11 n-1)-n-2)-n=-3)-...-1
=-D""n-n-1)-m=-2)-n-=3)-...-1
=(-1)!.n!
Dabei wurde in (%) die Teilaufgabe (a) verwendet, da die Streichmatrix B™™ in (e) eine obere Drei-

ecksmatrix ist, und folglich der Wert der Determinante von B""™ gleich dem Produkt der Diagonal-
elemente ist. q.e.d.



Zu Aufgabe 50:

1 2 3 1
32 01
Man berechne det 23 4 1
1 01 1
—————

=1 A = (aij<i j<4
(a) mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz

(b) durch Transformation in Zeilenstufenform mittels elementarer Zeilenumformungen.

Ad (a):

Wir suchen eine Zeile bzw. Spalte mit moglichst vielen Nullen; zum Beispiel ist die letzte Zeile
geeignet: wir entwickeln det(A) nach der 4.Zeile:

4
det(4) = Z(— 1**iay; det (A4D)
j=1
. 2 31 1 2 1 1 2 3
= =D¥'1-det|2 0 1|+E=D*1-det|3 2 1[+D¥1-det|3 2 0
=0 34 1 2 3 1 2 3 4
— —— —
entwickeln entwickeln entwickeln
nach 2 .Zeile nach 1.Zeile nach 2.Zeile

La[iace |2+ o 31 243 1 2 3 _
= [( 1) 2 det(4 1)+( 1) 1 det(3 4

Entwicklung der ersten Determinante

1+1 2 1 142 3.1 1+3 32
—[(—1) -l-det(3 1)+(—1) -2-det(2 1)+(—1) -l-det(2 3)

Entwicklung der zweiten Determinante

+

2 3

+ (—1)2+1-3-c1et(3 4)+(—1)2+2-2-det(; i)]

Entwicklung der dritten Determinante
= —[-2:B-9H-8-9]-[2-3)-2B3-2+0O-4)]+[-38-9) +2(4-6)]
= 3-2-1
= =

wobei in (x) die Entwicklungsformel fiir 2 X 2-Matrizen verwendet wurde (siehe Vorlesung/Beispiel
nach (5.5)):

a b
det(c d) =ad — bc



Ad (b):

Wir verwenden die Aussagen aus Vorlesung/Hilfssatz (5.3) :
(o) Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile ein Vielfaches
einer anderen Zeile addiert.
(ee) Eine Determinante dndert das Vorzeichen, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

11-3-1
1 2 3 1\ =21 1 2 3 1
wl3 201 W0 49 2
2 3 4 1 (o) 0 -1 -2 -1
1011 0 2 -2 0
11-2-1V 1 2 3 1
1V=-2-111 d 0 0 -5 =2
(o) o -1 =2 -1
0 0 2 2
1 2 3 1
IHe—IIT 0o -1 -2 -1
& Ty 0 s
0 2 2
1 301
IV+2011 0 -1 =2 -1
o5 %o 0 s o
6
00 o0 ¢
AE T 2D (=5) - 2
GO R IRCORCOR

= =



Zu Aufgabe 51:

(a) Sei K ein Korpermit 1+1 #0, A = (a,- j) € K™" eine antisymmetrische Matrix, d.h. es
gilt V1<i<j<n:aj=-aj.

Dann gilt:

1<i, j<n

nungerade — det(A) =0.

1 0 0
0 cos¢ —sin <p] . Steht das Ergebnis in Widerspruch zu (a)?
0 sing cosy

(b) Man berechne fiir ¢ € R det

Ad (a):

Es gilt fiir die transponierte Matrix von A :

Def. der A anti-
A :(Cij) L= Cij = ji = . Taij
1<i,j<n Transponierten symmetrisch

T _(_,.. = —(,.. - _
= A _( a”)lsi,an - (a”)lsi,jgz -
Also:
Vorl. Vorl. n

det(A) = det(AT) =det(-A) =det((-1)-A) = (=1)"-det(A) = —det(4

et( )(5.6)(6) et(A") = det(—A) = det ((-1) )(5.6)@( )" - det( )ungeracle et(A)
= 0 = det(A) + det(A) ?is:nli(b' (1 +1)-det(A) 1?0 det(A) = 0 (weil (K, -) nullteilerfrei ist).

in +1#
q.ed.
Ad (b):
1 0 0

entwickeln

YeoeR : det]0 cose —sing

(Dt -det(
0 sing cose

cos¢ —sin go) Beispiel

nach 1.Zeile sin (% COS ¢ | Vorlesung

=:A

. . . Analysis
= Ccos@ - cos @ — (—sing) - sing = cos ¢ + sngo =2

Nun ist A € R¥3 | d.h. in der Notation von Teil (a) ist n = 3 ungerade, aber det(A) # 0 .
Dies ist aber dennoch kein Widerspruch zu (a), denn A ist nicht antisymmetrisch:
Dafiir miiite ndmlich gelten: ¥ 1 <i < j<n : a;; = —aj; , insbesondere also fiir i = j :
ai=—a; = (1+1)-a;=0 = a;=0.

1+120
Antisymmetrische Matrizen haben also nur Nullen in der Hauptdiagonalen !

Dain A gilt,daB a;; =1, ist A nicht antisymmetrisch.

Bemerkung:

Fiir gerade n ist die Aussage in Teil (a) falsch:

0 1). . ) 0 1
A= (_1 0) ist antisymmetrisch, aber det(_1 0

):l;éO.



Zu Aufgabe 52:

Sei K ein Korper.

(a) Sei A € K™ invertierbar, B € K™",C € K™ und D € K™" . Dann gilt:

A B .
det(c D):det(A)-det(D—C-A -B)

o En 0 A B
Hinweis: Man berechne (—C A-1 En) . (C D) .

(b) Sei A € K™ invertierbar, B,C,D € K™" und A-C = C - A. Dann gilt:

A B
det(c D)—det(A-D—C-B)

Ad (a):

Wir fithren zunichst den Hinweis aus; dazu verwenden wir die Regeln fiir das Blockmatrixprodukt
aus den Losungsvorschldgen zu Blatt 8:

( £, 0).(/{ B):( E,-A+0-C ‘ E,-B+0-D ]:(A‘ B ](.)
-c-A7" E,J\Cc D (*)l(_CA—l),A_,_En.c‘(_CA—l).B-g-En-DJ lO‘D—CA_lBJ
—— ———
=—C(A~'A)=-C
=-C+C=0

Dabei ist in (%) zu beachten, daB die Matrixprodukte wohldefiniert sind:

A e Koxm — E,, - A sinnvoll
0e K™® A C e KD — (. B sinnvoll

Dies ist fiir alle auszufithrenden Produkte und Summen zu testen.

} = E,-A+0-C € K™ sinnvoll.

Nun wenden wir in (e) links und rechts die Determinante an:

ot En O\ (A B\\_ 4[4 B
“Mec-at g, \c p])™No p-ca's

Multiplikations- d E,, 0 4 A B d A B
S “Hec.at E ] “Ne p|]T “No p-ca's
= det(E,,) - det(E,) = det(A) - det (D — CA™'B)
Dreiecksblbcke(d «(E ) d t(E )) det A B —d t(A) d (D CA_IB)
NARTL /st Vol o) B ©
=1 =1
& 1-det A B = det(A) - det(D — CA™'B)
C D
A B »
— det c D =det(A) -det(D - CA™'B) qg.e.d.



Ad (b):

Esgeltenun A-C=C-A.
Wir wenden Teil (a) an mitm =n :

det A B Teil
C D @

m=n

Multiplik_ationssatz
(Produkt definiert)

Assoz.

det(A) - det (D — CA™'B)

det(A-(D-CA™'B))

det(AD - A- (CA—lB))
det ((AD - (AC) - (A7'B))
——
=CA
det (AD -C (@;1) B)
=E,

det(AD — CB) q.ed.



