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Zu Aufgabe 5:

a) Zu zeigen ist fiir m € N und a,b,a,f € Z:
mlaAmlb = m|(a-a+pB-Db).

Seien dazu m € N, a, b, o, 8 € Z vorgegeben und es gelte m|a und m|b .
Dann folgt nach Definition von “teilt”:

dkeZ : m-k=a AN AleZ : m-I=>b.Dann aber:

a-a+B-b=a-m-k+B-m-0) ¥ (@ k+B-b) =
+ komm. ————
+ assoz. =:q€Z
:EIqEZ:m-qzoz-a+,8~bﬁm|(oz-a+/3-b) g.e.d.
cI.

b) Zu zeigen ist fiir festes m € Z durch vollstindige Induktion:

Blatt 2

YkeNVYay,a,...ap €ZV ay,ay,...ar €Z . mlai Amlax A.. . Amla, = m|(aja;+. . .+aray)

Induktionsanfang : k=1

m|a1 - 3](1 eZ . m-k1 =ay — ) -a :al-(m-kl):m-(a/]kl) -
Def. ~——

=:q1€Z
= dgq1€Z : m-q =ajay = mlaja;.
[Def.

Induktionsschritt k — k+ 1 :

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein k € N gelte:

Yay,ay,...ar € ZY ay,ap,...ay €Z : mlay Amlay A ... Amlay = ml(aja; +

Induktionsbehauptung: Fiir beliebige ay,...ak, ag+1, a1, ... @k, are € Z gilt:

mlay A ... Amlag A mlagy, = ml(@rap + ...+ Qpap + Q1)

Induktionsbeweis:

Es gelte nun fiir ay,...,ak11,@1,....ak1 €Z : mlay A ... Amlag A mlagy, =

==

mla; A ... A mlag ? m|(aya; + ...+ aray) Teil a) mit
B1:=1ABri=ak+1

mlaj.q

m| (ﬁl(a/lal + ...+ arag) +ﬁ2ak+1) =qaiay +...qra + Ak+10k+1 q.e.d.

A a/kak)



Zu Aufgabe 6:

a) Zu zeigen ist fiir Mengen A, B, dal durch
(a,b) := {{a},{a, b}} (acA,beB)
ein Paar definiert wird, d.h. daf} gilt:
VYaad eAVb,b €B : (a,b)=W, b)) = a=d Ab=V".

Beweis:

Es seien a,a’ € A und b,b" € B mit (a,b) = (a’,b’).Zu zeigenistalso: a=a' Ab=10".
Nach Definition ist
(a,b) = {{a}, {a,D}} }

= teaa ey [ = Mahlabll = la)id b ()

Nach der Definiton der Mengengleichheit in VL 0.4a) gilt also
{a} € {{a'},{d",b'}} = {a} ={d’} oder {a} ={d",]D'}.

Es ergeben sich somit 2 Fille:

Falls {a} = {a’} folgt a e {a} ={d'} = a=4d.
Nach (%) gilt auch
{a,b} € {a'},{a', 'Y} = {a,b} ={a’} = {a} oder {a,b} ={a’,b"} = {a,b’} (k%).

falls {a,b} = {a} folgt b € {a,b} = {a}, d.h. b = a, zusammen mit a = ¢’ dann mit (*):
{{a}, {a,b}} = {{a}} = {a'}, {d’, b’} = {a}, {a, b'}} = {a, b’} ={a} =
— b e€f{a) = b ' =a,dh. mit a=>b auch b’ =b.
Also: a=d Ab=V g.e.d.

falls {a,b} # {a} ist b # a und wegen (xx) : {a,b} ={a, b’} = be{a, b’} =

= b=avb=0 = b=">"
+a
Also auch in diesem Falle: a =a’ A b=’ g.e.d.

Falls {a} ={d’,b’} folgt @’ e {a’, b’} ={a} AV €{d',b'}={a} = d =and =a =
= d =a="0,

ferner wieder mit (%) : {a,b} € {{a’},{d’,b'}} ={{a}} = befa,b}={a) = b=ua.
Damit also b’ = a’ = a = b, also wieder a = @’ und b = b’ , was zu zeigen war.

Alternativer Beweis:

Dazu zwei Vorbemerkungen:

(%) Fiir beliebige Aussagen A, B und C ist allgemeingiiltig (d.h. eine Tautologie):
[A = BAC] &= [A = BAA = O)]

denn:

d
[A = BAC|] & -AV(BAC) e (~AVB)A(-AVC)
Aufgabe 1 Morgan

— A = BAA = O)
Aufgabe 1

(#%) Zum Widerspruchsbeweis:

Man kann eine Aussage A = B direkt beweisen, d.h. aus der Giiltigkeit von (A die Giiltigkeit
von B herleiten, oder aber den Beweis durch Widerspruch fiihren:



b)

Aufgrund der Allgemeingiiltigkeit von D v =D fiir jede Aussage D gilt insbesondere fiir die
Implikation A — B :

(A = B]Vv-[A = B] (%) istallgemeingiiltig.

Man kann also die Richtigkeit von A = B nachweisen, indem man zeigt, dal =[A = B
falsch ist (denn dann folgt aus (%) : A = B mull wahr sein).

Nun gilt mit Aufgabe 1 die Tautologie (A = B) — (=AV B), alsoist (A = B)
logisch dquivalent mit —=(—=A Vv B), was nach den de-Morganschen Regeln wiederum logisch
dquivalent ist zu A A -B. Gelingt es also nachzuweisen, dal A A -8B falsch ist, so muf}
A = B wahr sein. Das ist das Prinzip des Widerspruchsbeweises:

Um A = B zu beweisen, zeigt man, da A A =B falsch ist, und das ist gezeigt, wenn man
aus A A =8B einen Widerspruch herleiten kann: Nur aus etwas Falschem kann etwas Falsches
folgen.

Wegen der Wichtigkeit dieses Beweisprinzips wollen wir es nun auch formal nachweisen, d.h.
wir zeigen fiir Aussagen A, B :

A = 8] = [AA-8 = f]
(wobei ,,f “wieder fiir ,,falsch “steht) anhand der Wahrheitstafel :

A B|A= B|-B8|AN-B|AN-8 = [ | &=
f f

w

= = ==

f
w
f

'~ = =

w w
f f
w f

I IS IS
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Damit beweisen wir nun die Aussage (a):

Fira,a’ € A und b,b’ € B gelte (a,a’) = (b,b’) und zugleich a # a’, d.h.

{{a}, {a,b}} = {a'}, {d', D'}y Ana+#a = {a} # {d’'}. Also folgt aus {a} € {{d’},{d’,b’}}, daBl
{a} ={d’, b’} gelten muB, also a’ € {d’,b’} = {a} = a’ = a und das ist ein Widerspruch
zuna#+ad.

Nach (#) und &) haben wir damit (a,b) = (a’,b’) = a = a’ bewiesen. Nun folgern wir
nochb =b" :

Weil nun {{a}, {a, b}}

{{a}, {a,b’}} (daa =a’), gilt
falls a =0 : {{a}} {

{al{a,b}} = Ha} {a. b’} = {a, b’} ={a) = D' ela) =
=b = a=d ANb=Db g.e.d.
{

a
falls a # b = {a, b} # {a}; damit: {a, b} € {a},{a,b’}} = {a,b} ={a, b’} =
= befa,b'}Ab+ta = b=b" qe.d

Mit der Paardefinition aus Teil (a) soll gelten:
AXBCPPAUB)) (fiir beliebige Mengen A, B)

Beweis:

Nach Definition 0.4 (b) ist zu zeigen: Y€ AX B : £ € P(P(AU B))

Seialsoé € AXxB,dh. dacAdbeB : £=(a,b) = {{a}, {a, b}}.
cl.

Def.
Nungiltt ac ACAUB — a€AUB = {aJCAUB = {a} e P(AU B),
Potenzmenge

und mit a,b € AUB ist {a,b} CAUB = {a,b} eP(AUB).
1to
Also folgt £ = {{a). {a.b)} CPAUB) = £€PPAUB)  qed.
1to

3



Zu Aufgabe 7:
a) Fiir Mengen A, B,C, D ist zu zeigen:
(A\NCO)X(B\D)c(AxXxB)\(CxD) (k%)
Beweis:

Zunichst zeigen wir den Hinweis, ndmlich die Allgemeingiiltigkeit der Aussage
-(CV D) = —(CAD) fiir beliebige Aussage Cund D : .

[CVD) = ~(CAD)] e [~(~(CVD)V~CAD)] & CVDV(-CV-D)
Aufgabe | ~~—o ——— Morgan
= CVD

Assoz.
EX CV-O VDV D) &= w
Kommut, ~——  ~———

w w

(wobei ,,w “fiir ,,wahr “steht).

Ferner gilt:
[C = D] = [EAC = END (& eine Aussage) (%)

(denn: Wegen ,.ex falso quodlibet “ ist nur der Fall ,,C =— 9 wahr “ zu untersuchen, d.h.
,OANC = EA D wahr“ nachzuweisen. Das ist klar, wenn ,,&E A C* falsch ist; sei also

»E& A C “wahr, also & wahr und C wahr. Weil ,,C = D “ gilt, ist damit D wahr, d.h.
»E& A D wahr, und weil ,,E A C* wahr ist, ist damit auch ,,EAC = EAD“wahr q.e.d.)

Nun beweisen wir Aussage (a), wieder mit Satz 0.4b) :

Vxy : (ry)€(A\C)x(B\D) % X€(A\C)Aye (B\D)

L (xeAA—(xeC)A(yEBA(yeD))

Differenz

S (xeAAyEB)A(=(xeC)A—(ye D))

Kommut.

d
— (xeAANyeB)A-(xeCVyeD)
Morgan
Hinweis

B = (xeAANYyEB)A-(xeCAyeD)
und (%)
Def.
— ((x,y) € AXB)A-((x,y) € CxD)

X
Def.
— (x,y)€(AXB)\(CxD)
Differenz
b) Esist zu zeigen, dal in (A\ C) X (B\ D) C (A X B)\ (C x D) nicht Gleichheit gilt. Untersuchen

wir den Beweis in Teil (a), so erkennen wir, daB iiberall Aquivalenzumformungen auftreten bis
auf die mit (m) markierte Stelle. Wir brauchen also Elemente (x,y) € AX B mit (x,y) ¢ CXD,
aber x € C oder y € D. Wihle also zum Beispiel

A=B=N A C={1} A D={2)

Wihlen wir nun (x,y) = (1,3) e NXN,sofolgtmit y=3¢ D,daB (1,3)¢CxD =
(1,3) e (Ax B)\ (C x D). Andererseitsist x =1 ¢ N\ {1} = A\ C, also:

(x,y) =(1,3) ¢ (A\ C) X (B\ D), d.h. die rechte Seite von (%) ist nicht in der linken Seite
enthalten. g.e.d.



Zu Aufgabe 8:

a)

b)

Auf Ny X Ny wird durch
(a,b) ~(¢c,d) : = a+d=b+c (a,b,c,d € Ny)
eine Aquivalenzrelation definiert.

Die zugrundeliegende Teilmenge R von (N X Np) X (Ng X Np) ist
=1{((a,D), (c,d)) € (Ng X Ng) x (Ng X No)[a+d =b+c} Ny xNp) X (Ng X No).
Wir beweisen die definierenden Eigenschaften:
o reflexiv:
Def.
Ya,beNy : (a,b)~ (a,b) & a+b=b+a (wahr: die Addition in Z ist kommutativ).
e symmetrisch:

Def. Kom
Yab,c,deNy : (ab)~(cd)<=>a+d b+c<=z>c+b d+a
m

Def.
— (c,d) ~ (a,b).
e transitiv: VY a,b,c,d,e, f €Ny :
(a,b) ~(c,d) < a+d=b+c
Def.

ed)~(ef) < c+f=d+e }Atﬁon(a+d)+(c+f):(b+C)+(d+e)

Komm/Ass Kiirzen Def.
ﬁ (a+f)+d+c)=bB+e)+(d+0) 1;N> a+f=b+e < (a,b)~ (e.f)
in in Ny ~
g.e.d.
Fiir die Aquivalenzklassen der Relation aus Teil (a) gilt.
[(a,D)] = [(a-0b,0)] (a>b,a,beNy)
[(@,D)] = [0,b-a)] (a < b,a,b eNp)

Beweis:

falls a>b = a-b>0: a+0=a=b+(a—b) =5 (a.b)~(a—b.0) (&)
SN—— ~

S\
Also gilt fiir alle ¢,d € Ny :
Ad [(a,b)] C [(a - Db,0)] :
(c,d) € |(a,b)] ﬁ (c,d) ~ (a, b) > (c,d) ~ (a—-b,0) <:) (c,d) € [(a—b,0)]

Ad [(a - b,0)]  [(a. b)]
(c,d) € [(a-b,0)] <=> (c:d) ~(@=b,0) = (c.d) ~ (a.h) &> (c.d) € [(a.D)]

ll'ZlnSlIlV

falls a<bh — b-a>0: a+(b-a)=b=b+0 =5 (a,b)~ (0,b—a) (s4)
~—— ~
EN()

Also gilt fiir alle ¢,d € Ny :
Ad [(a,b)] c [(0,b—a)] :
(c,d) € [(a,b)] ﬁ (c,d) ~ (a,b) => (c,d) ~(0,b—a) <:> (c,d) € [(0,b - a)]

transitiv

Ad [(0,h - a)] C [(a, b)]
(¢,d) €[(0,b - a)] <:> (c,d) ~(0,b —a) :> (c,d) ~ (a,b) <:> (c,d) € [(a,b)]

trdnsmv



c¢) Die Menge aller Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation aus Teil (a) ist gegeben durch

!

No X No/ ~:= {[,v)]|u,v e Ny} ={[(a,0)]|a € No}U{[(0,a)]|a € N} (%)
=g =R

und diese Aquivalenzklassen sind paarweise disjunkt.

Beweis:

Klar ist die Inklusion ,,2>“in é, da in der rechten Menge in () natiirlich Restklassen der

Aquivalenzrelation liegen (Definition!).
Bleibt noch ,, C“zu beweisen. Sei dazu mit ¢,d € Ny : [(c,d)] € Ng x Ny/ ~
Teil
Falls ¢ > d (#Z; [(c,d)] = [(c—d,0)] € &/ ,da c —d € Ny
wegen

Falls =(c>d) = ¢<d = d-ceN,also [(c,d)] It [(0,d - )] € A.

Bleibt noch zu zeigen, daf je zwei verschiedene Aquivalenzklassen in .27 U % disjunkt sind.

e Seien aj,a; € Ny und [(a;,0)], [(a2,0)] € <.
Angenommen, [(aj,0)] N [(a2,0)] #0 = T (c,d) € [(a1,0)] N [(az,0)]
% (€,d) ~(a1,0) A (6,d) ~(a2,0) = (a1,0) ~ (¢, d) A (¢,d) ~ (a2,0)
= (@0 ~ (@,0) o

Def.
> a1=a1+0=0+ax =a, = [(a1,0)] = [(02,0)].

e Seien aj,a; € N und [(0,ay)], [(0,a;)] € A.

Angenommen, [(0,a))]N[(0,a2)] #0 = 3 (c,d) € [(0,a1)] N [(0,a2)]
% (c,d) ~(0,a1) A (¢,d) ~(0,a2) e (0,a1) ~(c,d) A (c,d) ~(0,a2)

= (0,a1,) ~ (0,a2)
transitiv

Def.

> aw=0+ay=a1+0=a; = [(O,al)] = [(O,az)] .

e Seien a; € Np und a; € N und [(a1,0)] € &, [(0,a2)] € &.
Angenommen, [(a1,0)]N[(0,a2)] # 0 = 3 (c,d) € [(a1, 0] N[(0, a2)]
= (ed)~ @,0) A (d)~0.a) = @,0)~(cd) A (e.d)~ (0.a2)
ransitiv (@1,0) ~ (0, 42) o
Déf' aj+az = 0+0 = 0, Widerspruch zu a; > O und a; > 0, denn daraus folgt a; +a > 0.
Also muB [(@1,0)] N [(0,az)] = 0 gelten, q.e.d.



